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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Sobre este trabajo

El término ldgica epistémica puede ser entendido en dos sentidos. En el sentido
més amplio, incluye el andlisis tanto del concepto de conocimiento como del més
débil concepto de creencia. Esta es la forma en que se usa en el titulo de este
trabajo. En un sentido més restringido, el nombre de 16gica epistémica se reserva
para el primero de ellos; dejando para el segundo el nombre de [dgica doxdstica
(del griego d6&cv: opinién). Cuando no quede claro por el contexto se especificara
en cuél de los sentidos se estamos hablando.

El objeto principal de este trabajo es, como su titulo indica, presentar un mé-
todo de tablas seménticas para distintos sistemas de logica epistémica. Con todo,
no podia ser de otra manera, no nos hemos limitado exclusivamente al método
de tablas: es imposible hacerlo sin discutir previamente los supuestos teéricos en
que se basa. De todos los sistemas que analizamos hacemos tanto una presenta-
cién seméntica como axiomatica; y demostramos la correccién y completud de los
correspondientes sistemas. Una excepcion a esto tltimo lo constituye capitulo de-
dicado a logica epistémica temporal. En este caso, el nimero de sistemas posibles
es tan elevado, y tan grande la complejidad de tratar con ellos, que hemos opta-
do por presentar brevemente los resultados conocidos sobre el tema y elaborar el
método de tablas sélo para aquellos sistemas que parecian ofrecer més interés, los
llamados sistemas sincronicos.

El plan general de este trabajo es el siguiente:

El capitulo segundo, el primero es esta introduccion, es el pilar sobre el que



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

se construyen, por asi decirlo, todos los demés; hasta el punto de que muchas de
las demostraciones que se ofrecen en el resto de los capitulos se presentan como
una continuacién de las de éste; anadiendo la parte de la prueba que afecta a
los operadores anadidos. En este segundo capitulo se estudia la légica epistémica
proposicional, en el sentido restringido del término epistémico, y se presenta un
método de tablas semanticas del que se demuestra que es correcto y completo.

El capitulo tercero, con mucho el més breve de esta investigacion, esta dedicado
a la logica doxéstica proposicional. La razén de su brevedad radica principalmente
en que la semejanza con la légica epistémica hace que las demostraciones meta-
tedricas de interés sean, en la mayor parte de los casos, virtualmente idénticas
a las pruebas correspondientes para logica epistémica, por lo que no nos pare-
cia necesario repetirlas. Tan es asi, que este capitulo bien podria haber quedado
comprendido en el anterior, sin menoscabo de su contenido. No obstante lo cual,
la decision metodologica de tratar separadamente el concepto de conocimiento
y el de creencia nos impulsdé a mantener esta separaciéon. A partir de este mo-
mento, el concepto de creencia se estudiard como un subapartado del capitulo
correspondiente.

En este capitulo se estudian también, aunque sélo someramente, las combina-
ciones de logica epistémica y doxéstica, y se presentan métodos de tablas para
estos sistemas mixtos.

Al contrario del anterior, el capitulo cuarto es, con mucha diferencia, el més
largo de los que componen este volumen. Si respecto al capitulo tercero deciamos
que bien podria haber quedado incluido en el anterior; en este caso, no hubiera
parecido extrana la decision de dividirlo en dos capitulos. De nuevo fue la unidad
conceptual el criterio que nos llevé a mantenerlos unidos.

Esta cuarta parte estd dedicada a la légica epistémica de primer orden. En
un primer momento, se discuten algunas cuestiones generales, como la distincion
de dicto-de re, y se adoptan algunas decisiones metodolégicas; de las cuales la
més relevante es la de considerar las constantes individuales como designadores
rigidos. Pasadas estas primeras secciones, el resto del capitulo podria considerarse
dividido en dos partes; la primera de ellas dedicada a la logica epistémica de
primer orden con dominio constante, y la segunda a la l6gica de dominios variables;
que constituye una variedad de [dgica libre. Tanto para el caso de los dominios
constantes como para el de los dominios variables se presentan métodos de tablas

semanticas, que resultan ser correctos y completos.
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El capitulo quinto esta dedicado a la logica epistémica proposicional extendida
con operadores de conocimiento de grupo; esto es, con los operadores E, C'y Dy
sus duales (extendido también al concepto de creencia colectiva). También en este
caso se presenta un método de tablas semanticas, esta vez inspirados en el proce-
dimiento que conocemos como DB-tableaux, formulado para la logica de primer
orden por Boolos y Diaz Estévez . Tal procedimiento es s6lo semidecidible?, pero
resulta ser correcto y completo.

Por ultimo, el capitulo sexto estd dedicado a un problema de enorme interés
pero, a su vez, enormemente complejo: la modificacién del conocimiento a lo largo
del tiempo. En este capitulo, como ya se ha indicado, no se presentan las pruebas
de correcciéon y completud para los sistemas axiomaticos posibles, que resultan
ser un numero elevado y de una gran complejidad. En su lugar, se estudia la
forma en que pueden interactuar los operadores epistémicos y temporales, que se
corresponde con ciertas propiedades de los sistemas, y se presenta un método de
tablas para aquellos sistemas cuyas propiedades parecen maés interesantes. Este
método de tablas, que como el anterior es sélo semidecidible, incorpora ademés
una caracteristica nueva: la recursividad.

Este, decimos, es el plan general de este trabajo. Pero antes de entrar en estos

asuntos merece la pena detenerse en algunas cuestiones generales.

1.2. Un poco de historia

Como tantas otras cosas, la 16gica epistémica bebe en sus origenes de las fuentes
de Aristoteles. Tanto en las Refutaciones Sofisticas como en los Primeros Analiti-
cos 'y Sequndos Analiticos, el filosofo de Estagira considera cuestiones relacionadas
con la légica del conocimiento y la creencia. Seré sin embargo la Edad Media el
periodo del pasado que conozca un mayor florecimiento de la logica epistémica.

Ya en la primera mitad del S. XII, Garlandus Compotista y Abelardo inten-
taron, por lo que parece, formular una concepcién epistémica de la nocién de
consecuencia logica. Pero es sobre todo en el S. XIV, bajo la influencia de la

escuela nominalista, que los problemas relacionados con la légica epistémica co-

Vid notas 14 y 15 del capitulo 5.

2En el sentido de que si la tabla es abierta y finita, entonces el conjunto de formulas que
funciona como asuncion de la tabla tiene un modelo que consta de un nimero finito de mundos
posibles; pero si esto tltimo no ocurre, puede suceder que la tabla se vuelva infinita.
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bran una méaxima relevancia. Hombres como Pedro de Mantua o Ralph Strode
formularon reglas generales de las inferencias epistémicas.

Si en algo destacaron los filésofos medievales fue, mas que en la 16gica misma,
en lo que hoy llamariamos filosofia de la [6gica. En este campo, su descubrimiento
més notable es la distincion entre el uso de re y el uso de dicto de las modali-
dades; ya anticipado por Aristoteles. También dedicaron su atenciéon a cuestiones
tan modernas como la iteraciéon de modalidades o la identidad en contextos in-
tensionales.

El siglo XV fue, a juicio de los historiadores, el periodo més activo de la logica
epistémica, que se desarrolla sobre todo en universidades del norte de Italia donde
destacan figuras como Paolo de Venecia, su discipulo Paolo da Pergola o Gaetano
de Thiene?.

Desgraciadamente, el descrédito de la filosofia escolastica en la edad moderna
hizo que se abandonaran temas de enorme interés, como alguno de los menciona-
dos. Habra que esperar al S. XX para volver a encontrarnos con un tratamiento
logico del conocimiento y la creencia.

El libro de von Wright An Essay on Modal Logic* es reconocido en general
como la obra que inicia el tratamiento de la logica epistémica con los modernos
métodos formales; si bien von Wright no presenta un tratamiento semantico y se
limita al caso de un tnico agente (méas bien al caso abstracto “se sabe que...”). Es
Jaakko Hintikka, con su obra fundacional Knowledge and Belief: An Introduction
to the Logic of the Two Notions®, el primero en presentar un tratamiento semanti-
co formal que dara el impulso definitivo a la moderna logica epistémica. Conviene
senalar, con todo, que la seméantica presentada por Hintikka, aunque equivalente,
no es la que actualmente suele encontrarse en los textos de la materia. La seman-
tica de Hintikka se basa en las nociones de conjunto modelo y sistemas modelo;
mientras que lo habitual en la actualidad es trabajar con semanticas kripkeanas
de mundos posibles.

Los afios que siguen se caracterizan por una intensa discusién en torno a pro-
blemas teoricos y filosoficos relacionados con la légica epistémica. Entre los més

relevantes destacan el de la omnisciencia l6gica® (Hocutt, M. O. (1972)) y el de

3Dos monografias clasicas sobre este periodo son Boh, I. (1993) y Knuuttila, S. (1993).

4von Wright, G.H. (1951).

SHintikka, J. (1962).

5En general, consideramos que el conocimiento de un agente es cerrado bajo consecuencia 16-
gica. Tal supuesto, tildado con frecuencia de poco realista, es lo que se conoce como “omnisciencia
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la identidad transmundana’ (Chisholm, R., (1967)).

En los tiempos maés recientes, hay tres grandes obras consideradas unénime-
mente como grandes contribuciones a la l6gica epistémica. Una es Glauben, Wissen
und Wahrscheinlichkeit, de Wolfgang Lenzen 8; otra es Reasoning About Know-
ledge, de Fagin, Halpern, Moses, y Vardy?, que aparecera constantemente citada
en este trabajo; y la tercera es Epistemic Logic for AI and Computer Sciences, de
Meyer y van der Hoek!'®, muestra clara del interés que ha tomado la materia para
las ciencias de la computacion y la inteligencia artificial.

Los trabajos mas recientes muestran interés, de forma muy relevante, por los
aspectos dinamicos del conocimiento!'! y por la combinacion con otras logicas'?;
ademas de por las aplicaciones en diversos campos como la teoria de la compu-
tacion, la inteligencia artificial, la economia, la lingiiistica o incluso la criptogra-

fial3.

1.3. Sentido y referencia. Los contextos opacos

Aunque los gramaticos especulativos medievales estudiaron con detalle la re-
lacion entre signo y referente, estudio que alcanzé su culminacion con el anéalisis
de las propietates terminorum, de Pedro Hispano, esta tradicién desaparecié en
la edad moderna debido al descrédito de la gramatica especulativa. Hemos de es-
perar a finales del S. XIX para que vuelvan a plantearse estas cuestiones desde el
punto de vista de una teoria general del significado.

Fue el matematico aleman Gottlob Frege quien, al establecer la distincién entre
sentido y referencial®, sento las bases de la semantica moderna y se convirtio en
el padre de la légica y la filosofia del lenguaje actuales. Frege estaba interesado

por el problema de la fundamentacion logica de las matematicas, lo que le llevé a

logica”. Trataremos este asunto en la seccion 2.3.

"El problema tiene que ver con la cuestion de si es posible predicar la identidad entre en-
tidades pertenecientes a mundos posibles diferentes. En la seccion 1.4 trataremos brevemente
esta cuestion. En el capitulo 4 estudiaremos la identidad, si bien no entraremos a discutir los
argumentos de Chisholm.

8Lenzen, W. (1980).

9Fagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y Vardy, M.Y. (1995).

OMeyer. J.J. y van der Hoek, W. (1995).

HPor ejemplo, Ditmarsch H. van; Hoek W. van der ; Kooi B. (2007).

2Por ejemplo, Halpern, J.Y. y Vardi, M.Y. (1989).

13Sobre la aplicacion a estos campos puede consultarse Davis, E. y Morgenstern, L. (1983).
HFrege, G. (1892).



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

crear un formalismo l6gico capaz de contener la aritmética elemental y, con ello, a
interesarse por la relaciéon entre el significado de las oraciones y el de los términos
que la componen. Muy en resumen, su planteamiento es el siguiente:

En el significado de los términos cabe distinguir entre sentido y referencia.
Por referencia de un término entendemos el objeto que éste denota, entendiendo
por objeto no sélo las realidades fisicas, sino también entidades abstractas, como
los ntimeros'®. El sentido de un término es la forma de darse lingiiisticamente
el objeto. Dos expresiones nominales pueden tener distinto sentido pero idéntica
referencia, como ocurre con las expresiones “el lucero del alba” y “el lucero de la
tarde”; lo contrario no es posible. También puede ocurrir que un término tenga
sentido pero carezca de referencia, como ocurre con la expresion “el mayor ntimero
primo”; naturalmente, lo contrario no es tampoco posible.

El sentido y la referencia de las oraciones, por su parte, han de ser funcién
del sentido y la referencia de los términos que las componen; es lo que se conoce
como “principio de composicionalidad” de Frege. Pero ;cuéles son el sentido y
la referencia de las oraciones? Lo podemos descubrir observando lo que ocurre
cuando en una oracién sustituimos un término por otro con la misma referencia.

Si en la oracién
(1.1) Venus es el lucero del alba

sustituimos la expresion nominal “el lucero del alba” por la expresién “el lucero

de la tarde”, que tiene la misma referencia que ella, obtenemos la oracién:
(1.2) Venus es el lucero de la tarde.

Es evidente que el valor de verdad de 1.2 ha de ser necesariamente el mismo
que el de 1.1; ya que , por el principio de sustituibilidad salva veritate, formulado
primeramente por Leibniz, este valor permanece inalterado cuando una parte del
enunciado se sustituye por una expresion de la misma referencia, pero de distinto
sentido. El pensamiento expresado por la oracién 1.2 es sin embargo enteramente

diferente del de 1.1, ya que una persona que ignorase que el lucero del alba y el

15La ontologia de Frege parte de la consideraciéon de “objeto” y “funcién” como categorias
fundamentales, de forma que objeto es todo aquello que no es funcion (Frege, G. (1892)).
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lucero de la tarde son el mismo cuerpo celeste podria tomar a uno de ellos por
verdadero y al otro por falso.

El valor de verdad de una oracién depende pues de la referencia de los términos
que en ella intervienen; mientras que el pensamiento que ésta expresa es funciéon
del sentido de aquéllos. Tenemos por tanto que admitir que la referencia de un
enunciado es su valor de verdad; y su sentido, el pensamiento que expresa. Un

enunciado como

(1.3) El mayor nimero primo es divisible entre siete

no es ni verdadero ni falso, aunque expresa un pensamiento perfectamente com-
prensible. Esto es, tiene sentido, pero no referencia, ya que no la tiene tampoco
uno de los términos que la componen.

Existen casos, no obstante, en que este anélisis no tiene validez. Se trata de
contextos en que las palabras se toman en sentido diferente del habitual, entre los
cuales podemos destacar los que Frege denomina enunciados nominales abstractos
introducidos por “que”, uno de cuyos casos es el estilo indirecto. En estos casos, la
referencia de la proposiciéon subordinada no es su valor de verdad, sino el pensa-
miento que expresa —esto es, lo que habitualmente es su sentido— mientras que
su sentido es el de las palabras “el pensamiento de que...”. Esto ocurre después
de “decir”, “ofr” “opinar”, y palabras semejantes.

Que en estos casos la referencia del enunciado subordinado no coincide con la
habitual se puede ver facilmente por el hecho de que éste no puede ser sustituido,
en estos contextos, por otro enunciado con el mismo valor de verdad con la segu-
ridad de que el enunciado completo del que forma parte siga siendo verdadero o

falso. Asi por ejemplo, si en la oracion (verdadera):

(1.4) Copérnico crefa que las érbitas de los planetas son circulares

sustituimos la subordinada por otra cualquiera con el mismo valor de verdad,

obtenemos por ejemplo:

(1.5) Copérnico crefa que dos méas dos son cinco,
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que es obviamente un enunciado falso.

Noétese que Frege no concluye que el principio de sustituibilidad no sea valido
para este tipo de oraciones, sino que la subordinada de 1.4 no puede ser sustituida
por otra con la misma referencia habitual, sino por otra con la misma referencia
indirecta; esto es, con el mismo sentido.

Esta estrategia, consistente en considerar que las palabras tienen en estos con-
textos una referencia distinta de la habitual, parece haber sido descartada en la
actualidad; estimandose mas bien que el principio de sustituibilidad salva verita-
te no es valido sin restricciones en el lenguaje natural. Los contextos donde este
principio no tiene validez han sido denominados por W. O. Quine'® contextos refe-
rencialmente opacos, por oposicion a los contextos referencialmente transparentes,
y son los introducidos por ciertos adverbios y giros lingiiisticos (“necesariamente”,
“posiblemente”; “esté permitido que...”, etc.), por verbos de actitud proposicional
(“saber”, “creer”; etc.) o incluso por ciertos verbos transitivos (“querer”, “necesi-
tar”, etc.)!".

Dos variedades interesantes de contextos opacos las constituyen las expresio-
nes que incorporan los verbos “saber”, “conocer” y semejantes; y las que contienen
los verbos “creer”, “opinar”, etc. Este tipo de expresiones, a las que denominamos
respectivamente “contextos epistémicos” y “contextos doxéasticos”, constituye pre-

cisamente el objeto de este trabajo.

1.4. Contextos epistémicos

Antes de comentar otras peculiaridades de los contextos epistémicos tal vez
deberiamos clarificar los conceptos mismos de conocimiento y creencia, que no
por muy comunes dejan de tener aspectos intrigantes.

Al menos desde Platén se acepta que el conocimiento es creencia verdadera,
ademas de algo que suele resultar dificil de precisar y que podemos describir sin
mucha intencién de ser precisos como “justificaciéon racional”. Dejemos aparte por
el momento este “algo mas”, que parece demasiado inaprehensible; se diria que

una condicién que podemos exigir al conocimiento es la siguiente:

16Quine, W. V. (1961b).
"Esta distincion ha sido puesta en cuestion. Un interesante analisis de estos problemas en
contextos epistémicos se encuentra en Frapolli, M.J. (1991).
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Si a sabe que @, entonces .

En cambio, al concepto de creencia no podemos exigirle semejante condicion.
De hecho, parece una caracteristica definitoria de las creencias el hecho de poder
ser falsas. j Debemos exigir al menos que sean consistentes?

En realidad, todos conocemos un buen niimero de personas cuyas creencias son
enteramente irracionales; y es muy posible que todos mantengamos alguna creencia
irracional. En este sentido, estariamos dispuestos a aceptar que “a cree que o’ y
“a cree que 7 son ambas verdaderas aun cuando « y § sean inconsistentes entre
si, siempre y cuando esta inconsistencia no sea demasiado manifiesta. Es decir, no
exigimos que a sea consciente de que sus creencias son inconsistentes.

Sin embargo, resulta complicado tratar con lo irracional; y desde luego es im-
posible incluirlo en un sistema légico. Convengamos pues que cuando hablamos de

“creencia” nos referimos a creencia racional. Esto es, aceptaremos como condicién:

a no cree que @ A .

Hasta aqui, no suele haber muchos problemas con la aceptacién de estas con-
diciones. Otros principios que podrian funcionar como axiomas de una logica epis-
témica han sido mas discutidos. Entre ellos, tal vez el mas conflictivo haya sido el

siguiente:

Si a sabe que ¢ — ¥ y a sabe que @, entonces a sabe que

Intuitivamente, este esquema de axioma, y su contrapartida doxastica, parecen
exigir demasiado, ya que presuponen que tratamos con sujetos “logicamente pers-

t'¥ ; v una logica de agentes perspicaces

picaces”, por usar una expresion de Hocut
no parece informarnos de nada relevante respecto al uso real de los verbos saber
y creer. Algunas de las posturas que se han sostenido en torno a este esquema de
axioma se discuten en la seccién 2.3.

Igualmente discutidos han sido los esquemas de axioma siguientes, conocidos
respectivamente como axiomas de introspeccion positiva y de introspeccion nega-

tiva:

8Hocutt, M. O. (1972).
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Si a sabe que ¢, entonces a sabe que sabe que ¢

Si a no sabe que g, entonces a sabe que no sabe que

No entraremos en mas detalles sobre ellos, estos axiomas,como los anteriores,
se discuten en la seccion 2.3.

Aunque ya ha sido mencionada en la secciéon anterior, pasaremos ahora a co-
mentar la que seguramente es la peculiaridad maéas caracteristica de todos los
contextos opacos y, por tanto, también de los contextos epistémicos y doxasti-
cos: el fallo de los principios de sustituibilidad de la identidad y de generalizacion
existencial.

Respecto al primero, ya vimos que la sustitucién de una oraciéon subordinada
por otra con el mismo valor de verdad no garantiza en este tipo de casos que la
oracién resultante conserve el mismo valor de verdad de la original. Este problema
se plantea también con respecto a los términos individuales correferenciales. En

efecto, es una regla basica de la légica de primer orden con identidad:

@ (t1)
t1 = to

¢ (t2)

Pero esta regla no es valida cuando intervienen los verbos creer o saber, lo que

puede verse facilmente con el siguiente contraejemplo:

Juan sabe (cree) que el lucero del alba es Venus

El lucero del alba es el lucero de la tarde

Juan sabe (cree) que el lucero de la tarde es Venus

donde la conclusiéon no se sigue de las premisas, ya que Juan puede ignorar que el
lucero del alba y el lucero de la tarde son el mismo cuerpo celeste.

En el capitulo 4 manejamos este problema tratando las constantes individuales
como designadores rigidos. Los términos de funcién, que si que pueden designar a
elementos diferentes del dominio en los distintos mundos posibles, exigen que se
introduzca una restriccion a la regla de sustituibilidad de la identidad.

La otra regla problemética es la de generalizacién existencial. Esta regla debe

su validez al hecho de que en las l6gicas de primer orden se supone habitualmente
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que todo término individual se refiere a algin individuo del dominio de discurso.
Este supuesto existencial resulta por lo general inocuo para sus usos habituales,
pero es manifiestamente nocivo en contextos epistémicos y doxasticos. Efectiva-

mente, la regla:
v (1)
Jwep (x/t)

nos llevaria a admitir razonamientos del tipo:

Los cristianos creen que Dios les castigara

Luego hay un Dios de quien los cristianos creen que les castigara

lo cual serfa sin duda un método demasiado comodo de demostrar cualquier cosa.

Este problema es tratado de dos maneras diferentes en este trabajo: en una
semantica de dominio constante, simplemente resulta adecuado sin restricciones;
en una semantica de dominios variables, las regla de la cuantificaciéon deben ser
modificada introduciendo un predicado de existencia. Todo ello se vera con detalle
en el capitulo 4.

Mencionaremos muy brevemente un problema que ha sido objeto de profunda
discusiéon y que, sin embargo, nosotros hemos preferido obviar en este trabajo. Se
trata del problema de la identidad transmundana.

Efectivamente, cuando tratemos la logica de primer orden podremos ver que
recurrimos a modelos kripkeanos extendidos en que los individuos del dominio del
modelo existen en los diversos mundos posibles que los componen (no necesaria-
mente en todos) pero pueden tener diferentes propiedades en cada uno de ellos.
La pregunta que surge inmediatamente es la siguiente: ;qué sentido tiene predicar
la identidad de dos individuos, en distintos mundos posibles, que tienen distintas
propiedades?

Por explicarlo con un ejemplo de Chisholm!®, podemos imaginar un mundo
posible, digamos ¢, en el que Noé tenga todas las propiedades atribuidas a Adan
en el mundo real y Adan tiene todas las propiedades atribuidas a Noé en el mundo
real (supongamos, solo a efectos de la discusion, que las historias biblicas describen
el mundo real); ;qué sentido tiene decir que el sujeto llamado Noé en el mundo
real es el mismo que el sujeto llamado Noé en el mundo 7

No queremos entrar en todas las sutilezas que se han planteado en torno a

esta cuestion. Algunos han planteado que se trata de un pseudo problema. Otros,

9Chisholm, R., (1967).
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como Fitting y Mendelsohn?°, parecen pensar que el uso del término “mundos po-
sibles”, en lugar de otros como “situaciones posibles”, ha introducido confusién en
la discusién; argumentando que cuando interpretamos temporalmente los opera-
dores modales nos parece natural pensar que los individuos puedan tener distintas
propiedades en distintos momentos.

Si bien no podemos dejar de aceptar que se trata de un problema de hondo
calado, no hemos querido plantear en esta investigaciéon un analisis siquiera some-
ro del problema ni de las propuestas que se han planteado para resolverlo. Baste
decir que al tomar la decisiéon de tratar las constantes individuales como desig-
nadores rigidos estdbamos suponiendo que era efectivamente posible identificar
a esos individuos; esto es, estdbamos suponiendo resuelto el problema. Queremos
dejar constancia, sin embargo, de que se trata de una mera decisiéon metodologica,
y no de una respuesta teodrica al problema.

Naturalmente, no pretendemos darle respuestas a todos los problemas, ni si-
quiera tratarlos todos en profundidad; sélo intentamos presentar un método de
tablas para distintos sistemas de légica epistémica y resolver algunos de los pro-

blemas que nos encontraremos por el camino.

20Fitting, M. y Mendelsohn, R. L. (1988).



Capitulo 2

Logica epistémica proposicional

2.1. Conceptos fundamentales

El objeto de la légica epistémica es estudiar un tipo especial de contextos
referencialmente opacos: aquellos en que se hace referencia al conocimiento que
determinados agentes tienen de ciertos hechos, como ocurre, por ejemplo, con las

expresiones que tienen la siguiente forma:
(1) a sabe que ¢
(2) a sabe si ¢
(3) a no sabe que ¢
(4) a no sabe si ¢
(5) Es posible, por lo que a sabe, que ¢

Donde a es un término de individuo y ¢ es una proposiciéon. Por el momen-
to, nos ceniiremos al nivel proposicional. La cuantificaciéon y la identidad seran
estudiadas mas adelante.

El procedimiento estadar para formalizar estas expresiones, introducido por
Jaakko Hintikka en una obra ya clésica', consiste en introducir dos operadores
modales, Ky K , que aparecen siempre afectados por un subidice que expresa el

sujeto de conocimiento. Asi, las expresiones 1-5 se formalizarian:

!Hintikka, J. (1962).

19
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(1) Kap

(2)) KapV K
(3") ~Kap

(4) ~Kop A 2K,mp
(5") Kap

La expresion (5) resulta bastante poco natural, salvo tal vez en primera per-
sona, pero resulta conveniente contar con un dual del operador K. De hecho, K

puede ser introducido por definicién de la siguiente forma:

[?aigo —def _‘Kai_‘go

2.2. Sintaxis y semantica

Para definir el lenguaje de la légica epistémica proposicional no necesitamos
mas que ampliar las reglas de formacion de férmulas del lenguaje de la logica
proposicional de la siguiente forma:

Sea P un conjunto no vacio de variables proposicionales, y dado un conjunto
A de m agentes, LEP es el conjunto mas pequeno que cumple las siguientes

condiciones:

l.sipe P,pe LEP
2.sipe LEP, ~p € LEP
3.sip, v € LEP, p AN, pN Yy o = € LEP

4. sip € LEP, K.,y Ko € LEP (parai € A)

Es facil ver que estas reglas de formacion de férmulas permiten la reiteracion

de operadores epistémicos, dando lugar a féormulas como
(6) KaiKaj(p

(7) KﬂiKai(p



2.2, SINTAXIS Y SEMANTICA 21

(8) —Ko Koo
que corresponderian a la formalizacion de expresiones como
(6”) a; sabe que a; sabe que ¢
(7’) a; sabe que sabe que ¢
(8”) a; no sabe que sabe que ¢

La primera de estas expresiones es perfectamente comprensible en cualquier
lengua y no debe plantear ninguna dificultad. Las otras dos, por el contrario,
son oraciones cuyo significado resulta dificil de comprender. Ya veremos como los
distintos sistemas axiomaticos de logica epistémica proposicional dan un distinto
significado a estas expresiones.

Mas complicada resulta la elaboracion de una seméntica formal para este tipo
de logicas. Lo habitual es entender que la ldgica epistémica proposicional es un
tipo de légica modal con una semantica anéloga a la que usamos para interpre-
tar los conceptos de posibilidad y necesidad. Utilizando los términos de Kripke,
entenderemos que la expresion (1) nos informa de que ¢ es verdadera en todos
los mundos posibles compatibles con lo que a sabe, mientras que (5) nos dice que
@ es verdadera en al menos un mundo posible compatible con lo que a sabe. La
elaboracion formal de estas intuiciones es una semaéantica kripkeana de mundos
posibles en la que, dados un conjunto no vacio P de variables proposicionales y

un conjunto A de m agentes, definimos un modelo M como una estructura
M = <W7Raia”' aRam7U>;

tal que:

W # (0 es un conjunto de indices o mundos posibles {s,¢,u,---}. Intuitiva-
mente, cada mundo posible representa una alternativa epistémica para un sujeto
dado.

R,, € W? (para a; € A) es una relacién binaria entre mundos posibles que
representa la nocién intuitiva de accesibilidad desde un mundo posible a otro para
un sujeto dado a;. Como veremos, las propiedades de esta relacion de accesibilidad

determinan qué férmulas son validas en un sistema dado.



22 CAPITULO 2. LOGICA EPISTEMICA PROPOSICIONAL

Por ultimo, v : P x W +— {0,1} es una funcion de evaluacion que asigna a
cada variable proposicional un valor de verdad en cada mundo posible s, lo que
escribiremos: v(s,p) =1 6 v(s,p) = 0.

En lo sucesivo, escribiremos s € M como abreviatura de “s € W, para W de
la estructura M”. La verdad de una férmula ¢ en un mundo posible s € M, que
anotaremos M, s F ¢, queda definida por las siguientes clausulas (de nuevo, para
cualesquiera s,t € M y p, ¢, € LEP).

1. M,sEpsyss (v,s)p=1

2. M,sE —ypsyss M,s ¥ ¢

3. M,sEpANYsyss M,sEpy M,sEY

4. M,skE oV syss M,skE @ o M,sF 1 (o ambas cosas)
5. M,skE @ — 1 syss M,s¥ ¢ o M,sF 1 (o ambas cosas)
6. M,sE K,,o syss M,tF ¢ para todo t tal que sR,,t

7. M,sE [A(aicp syss M,t E ¢ para algun ¢ tal que sR,,?

Diremos que M F ¢ si M, s E ¢ para todo s € M, y que |=, ¢ para indicar que
M E ¢ para todo modelo M de una cierta clase .

Las clausulas 6 y 7 pretenden recoger la intuicién de que habldbamos més
arriba: decir que un sujeto a sabe que ¢ equivale a decir que ¢ es verdadero en
toda descripcion posible del mundo compatible con lo que a sabe (o, dicho de otro
modo, con todas las alternativas epistémicas accesibles para el sujeto a; mientras
que decir que ¢ es posible por lo que a sabe es lo mismo que indicar que hay al
menos una descripcion posible del mundo compatible con los conocimientos de a
(una alternativa epistémica) en la que ¢ es verdadero. Supongamos, por ejemplo,
que por lo que a nosotros respecta hay sélo dos hechos relevantes, a saber, que
Cervantes escribio El Quijote (p) y que Cervantes escribio las Novelas Ejemplares
(q). Respecto a estas dos cuestiones, hay solo cuatro descripciones posibles del
mundo (o, mas brevemente, cuatro mundos posibles), en las que son verdaderos

los siguientes enunciados:
s1t pAgq

S21 pA g
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S3: p A gq
S1t p A\ g

Supongamos ahora que el sujeto a conoce el primero de estos hechos, pero ignora
el segundo. Esto quiere decir que s y s9 son, por lo que a a respecta, descripciones
posibles del mundo real que él mismo no puede distinguir. Sabiendo que s; es el
mundo real, diremos que s5 es accesible desde s; para el sujeto a, o también que
es una alternativa epistémica para dicho sujeto (formalmente, s;R,ss), mientras

que s3 v S4 no lo son. En este modelo, son verdaderas las formulas K,p, K,q y

~

K,—q.

En cuanto a la relaciéon de accesibilidad, ya hemos mencionado que las pro-
piedades de esta relaciéon determinan qué formulas son vélidas en un determinado
sistema. Asi, parece razonable exigir que si afirmamos que a sabe que ¢, para un
sujeto a y una férmula ¢ cualesquiera, esto implique que la formula ¢ sea verda-
dera; esto es, que K, — ¢ sea vélida, lo que ocurre sélo en aquellos modelos en
que R, es reflexiva. Si en cambio estuviéramos hablando del concepto de creencia,
més débil, no pareceria razonable exigir esta propiedad: la relacién de accesibili-
dad no debe ser reflexiva, pero si serial. Otras propiedades de la relacién, como
simetria, transitividad o euclidianidad, implican propiedades que trataremos en lo

que sigue; pero antes debemos abordar el tratamiento axiomatico de la cuestion.

2.3. Sistemas axiomaticos de légica epistémica

Empezaremos presentando las posibles axiomatizaciones de la logica episté-
mica proposicional antes de proceder a una discusién critica de los axiomas que
las componen. El sistema més simple, conocido como K,,, consta de los siguientes
esquemas de axioma (en lo sucesivo, para abreviar, diremos simplemente axiomas)

y reglas de inferencia (para ¢,1 € LEP, a; € A):
A1 Todas las tautologias de la légica proposicional.

A2 (Kaigp A Kai (QO - ’(/))) - Kaid)

“Og_ow
R1

P
R2 %

F Ky

(3
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Podemos obtener sistemas maés fuertes anadiendo algunos de los siguientes axio-

mas:
A3 Kyp—

Ad K, p— Ko, Ko p
A5 Ko, = Ko, m Ko

Los sistemas derivados de la adiciéon de cada uno de estos axiomas se conocen,

por razones historicas, por los siguientes nombres:
T, = K, + A3

S4,, = Tm + A4

Sbp =S4, + AS

Expresaremos que una féormula ¢ es derivable en cualquiera de estos sistemas X
mediante la notaciéon Fx ¢, aunque la referencia al sistema se omitird cuando
quede clara por el contexto.

Respecto a la justificacion intuitiva de estos axiomas, el primero de ellos re-
sulta evidente, ya que la logica espistémica no es sino una extensiéon de la logica
clasica. El segundo de ellos, conocido como axioma de distribucion (de K en —),
también podria parecerlo, ya que es axioma que caracteriza a todas las l6gicas mo-
dales normales; no obstante, ha sido protagonista de innumerables, y fructiferas,
discusiones.

La razoén de ello es que la propiedad que expresa parece demasiado fuerte para
agentes epistémicos normales; esto es, personas: los agentes deben ser capaces
de obtener todas las consecuencias logicamente derivables de sus conocimientos;
deben ser, en acertada expresion de Hocutt?, sujetos logicamente perspicaces, o
como también se dice, l6gicamente omniscientes.

Es obvio que si entendemos “saber” en el sentido ordinario del término, los
agentes normales no se comportan asi: una persona pude asentir a todas las for-
mulas de un conjunto dado I' y disentir de ¢, aunque sea el caso que I' F ¢. De
hecho, es probable que la mayoria de las personas razonen asi habitualmente. Esto

lleva a Hocutt a concluir que la logica epistémica como tal es imposible: “parece

2Hocutt, M. O. (1972).
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que no puede haber logica del conocimiento en el sentido de que pueda haber una
logica del acto de saber. Brevemente, podemos tener una logica de lo que sabemos
(que, en cualquier caso, trata el hecho de que lo sabemos como irrelevante); pero
parece que no podemos tener una logica del conocimiento”.

Hintikka ya se habia anticipado a estas criticas reinterpretando las nociones
de “consistencia”’ e “inconsistencia” en términos de “defendibilidad” e “indefendi-
bilidad"#; estrategia que Hocutt analiza y descarta en su articulo. Toscamente
hablando, la estrategia de Hintikka puede resumirse asi: si para toda férmula
a € T se cumple que K,a, y sucede que I' F 3, entonces se cumple que K,8 no
en el sentido de que el agente a sea consciente de que [ es verdad, pero si en el
sentido de que a no puede defender que es posible que =/ (esto es, IA(aﬂB) con
argumentos racionales. En otras palabras, a puede darse cuenta por si mismo de
que 3 es verdad, sin més que analizar las consecuencias de lo que ya sabe. Hocutt
rechaza también una interpretacion realizativa (performative) y una normativa
como formas de resolver este problema, aunque sus argumentos no siempre son
igualmente fuertes. En todo caso, no pretendemos analizar exhaustivamente los
argumentos de Hocutt, pero si podemos apuntar un par de razones a favor de la

aceptacion del axioma A2:

a) Aunque es verdad que la nocion de agentes logicamente omniscientes constitu-
ye una concepcion altamente idealizada de los agentes epistémicos, esto no
la convierte en una nocién absurda o inutil para propésitos cientificos. De
hecho, la mayoria de los conceptos cientificos son construcciones altamen-
te idealizadas a partir de la experiencia. Piénsese por ejemplo en entidades
como la masa puntual o el hilo inextensible de masa despreciable que cons-
tituyen la definicién del péndulo matemético, que por supuesto no pueden
existir en ningun sitio. La logica epistémica construida sobre este axioma
ha demostrado su utilidad no s6lo para el anélisis filos6fico, sino también
en campos tan diversos como las ciencias de la computacion, la inteligencia
artificial, la teoria de juegos o la lingiiistica; lo cual constituye una razén

suficiente para su aceptacion.

b) Si hubiéramos de aceptar los argumentos de Hocutt, entonces parece que de-

berfamos extenderlos a toda la ciencia de la légica; ya que, si aceptamos

3Hocutt, M. O. (1972). La traduccién es mia.
4Hintikka, J. (1962), Sec. 2.6
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alguna vaga definicién de esta disciplina como “ciencia del razonamiento”,
tendriamos que reconocer que la mayoria de las personas no razonan siempre
como indican las reglas de la logica (y algunas no lo hacen casi nunca). Si
esto no nos lleva a tirar a la basura todos los libros de la materia es porque
entendemos que la légica no nos indica cémo razona de hecho la gente, sino
como se razona correctamente. De igual manera, podemos entender que la
logica epistémica no trata sobre como razonan los agentes humanos sobre
lo que otros agentes (o ellos mismos) saben o ignoran, sino sobre como se
razona correctamente sobre estos asuntos. Esto, dicho sea de paso, parece
apuntar a la concepciéon normativa que Hocutt rechaza; pero no es necesario
apuntarse al normativismo para aceptar este argumento, basta con recor-
dar la distincién escolar entre ciencias formales y ciencias empiricas para
reconocer que los argumentos empiricos no tienen ninguna fuerza en cues-
tiones logicas (ademaés, conviene recordar que lo normativo y lo descriptivo
no son elementos incompatibles, como muestra el interesante ejemplo de la

lingiiistica®).

En cualquier caso, A2 ha sido ampliamente aceptado por la comunidad cientifica
y parece imprescindible para elaborar un sistema de l6gica epistémica; asi pues, lo
daremos por aceptado y pasaremos a discutir méas brevemente los otros axiomas.
El axioma A3 se conoce como axioma de verdad, o también como axioma de
conocimiento. Como ya se ha comentado, no parece problematico, ya que resulta
natural exigir que aquello que se sabe sea verdadero. Si en lugar de conocimiento
estuviéramos hablando de creencia deberiamos sustituirlo por el més débil axioma
D = = (B,,¢ N By,—¢) (donde B es el operador analogo a K para la creencia).
Sin embargo A4, conocido como axioma de introspecciéon positiva, resulta si
no contraintuitivo si al menos bastante confuso; y ello es debido a que es bastante
dificil saber qué queremos decir en el lenguaje ordinario con una expresion de
la forma “yo sé que yo sé que ¢”. La interpretacién més natural parece ser que
“saber que uno sabe algo” equivale simplemente a “saber algo”. Esta es la postura
de Hintikka, que se apoya en toda una coleccién de filésofos clasicos como Pla-
ton, Aristoteles, Santo Tomas, Averroes, etcS. Por supuesto, es posible encontrar

ejemplos en que es razonable afirmar que alguien sabe algo, pero no sabe que lo

5Cf.: Diez, J. A. y Moulines, C. U. (1997), pp. 20 y ss.
SHintikka, J. (1962), sec. 5.3.



2.3. SISTEMAS AXIOMATICOS DE LOGICA EPISTEMICA 27

sabe. En un momento de la tragedia Edipo Rey, por ejemplo, puede tener sentido
la afirmacién de que Edipo sabe quién es el asesino de Layo, pero no sabe que
lo sabe’. Hintikka da a entender que en este caso “saber que uno sabe”’ aporta
un significado residual que resulta irrelevante en términos filosoficos®. Es posible
pensar, sin embargo, que el problema afecta a una cuestiéon tan central como es el
significado de los términos individuales en los distintos mundos posibles: Edipo no
sabe que Layo es el nombre del hombre que él mat6 en el camino. Este problema
se mencionara més adelante y se tratard con detenimiento cuando tratemos la
logica epistémica de primer orden.

Pasemos ahora al llamado axioma de introspeccién negativa; esto es, a A5. Se
diria que este postulado resulta claramente contraintuitivo, ya que una persona
puede no saber que, por ejemplo, Gracian es el autor de El Criticén y no saber
tampoco que no lo sabe, tal vez porque nunca haya ofdo hablar ni del autor ni de

su obra. Hintikka lo rechaza con cierto humor:

Notese, sin embargo, que uno puede dejar de saber —a menos
que resulte ser tan sagaz como Socrates— aquello que ignora. Porque
¢

‘= K,p" no implica (virtualmente) “K,—K,p” como puede comprobar-

se facilmente.?

Sin embargo, y contra nuestra intuicién primera, si queremos formalizar ciertas
situaciones A5 resulta plenamente adecuado. Pensemos por ejemplo en cosas ta-
les como un juego de naipes. Supongamos nuestro vocabulario restringido a las
circunstancias del propio juego y supongamos también que todos los jugadores sa-
ben cuéles son las cartas y conocen sus nombres. Dadas estas restricciones, si un
jugador no sabe quién tiene una carta, entonces sabe que no lo sabe. Si al repartir
los naipes, por ejemplo, un jugador tiene el as de corazones, sabe que ningtn otro
jugador tiene esa misma carta; y si no tiene el as de corazones, entonces ignora si
otro de los jugadores lo tiene, y cual de ellos; pero ademas, sabe que lo ignora, a
poco que se pregunte sobre el asunto.

Hemos mencionado estas restricciones porque parecen necesarias para poder
aplicar el axioma, y es que cuando trabajamos con lenguajes formales introducimos

convenciones que no se dan en el lenguaje natural y que explican por qué el axioma

"El ejemplo es de Hintikka: Hintikka, J. (1962), sec. 5.5, p. 142.
8En realidad considera perjudicial tratarlo. Ibid p. 144.
9Hintikka, J. (1962), sec. 5.2.
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A5 puede ser usado para ofrecer modelos formales de ciertas situaciones a pesar
de contradecir nuestras intuiciones sobre el conocimiento humano. Entre estas

convenciones podemos citar:

a) En logica formal se trabaja con un vocabulario previamente determinado. En
nuestro caso, con un conjunto P de variables proposicionales que son los
atomos del lenguaje (y en el caso de la logica de primer orden, lo que es més
relevante, con un dominio establecido). En el lenguaje ordinario, por el con-
trario, disponemos de un ntmero indeterminado de proposiciones atémicas

(y de términos individuales, por lo que respecta al primer orden).

b) Aunque esto afecta exclusivamente a la l6gica de primer orden, cuando tra-
bajamos con lenguajes formales se suele dar por supuesto que todos los
términos individuales tienen referencia, cosa que no siempre ocurre en el

lenguaje natural.

c) Por dltimo, y esto resulta esencial tanto para el axioma de introspeccion po-
sitiva como para el de introspeccién negativa, en lenguaje natural resulta
frecuente que los agentes no conozcan la referencia de alguno de los térmi-
nos de individuo empleados en el discurso, lo cual complica notablemente
la cuestion. El ejemplo citado al iniciar la discusion de este axioma es un
caso claro: si el agente a no conoce la referencia de los términos “Gracian” y
“El Criticon” no puede ser consciente de su propia ignorancia. Al utilizar el
lenguaje de la logica epistémica proposicional puede ser conveniente intro-
ducir la restriccién de que todos los agentes conozcan el significado de los
términos de individuo (o tal vez , de que las modalidades se usen siempre
de re, y no de dicto, pero este es un asunto complicado del que no queremos

tratar aun.).

En todo caso, estas cuestiones que acabamos de mencionar surgen casi exclusiva-
mente en la légica de primer orden. Trataremos estos problemas con mas detalle
cuando hablemos de ella e intentaremos resolver las dificultades, no pequenas, que
aparecen al introducir la cuantificacién en contextos modales.

Para terminar de discutir estos sistemas axiomaticos, habria que mencionar
algunos asuntos problematicos relacionados con la regla R2 conocida como regla
de necesidad o de generalizacién del conocimiento. De ella cabe hacer comentarios

anélogos a los que se hicieron sobre el axioma de distribuciéon: R2 significa que los
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agentes conocen todas las formulas validas de la l6gica epistémica proposicional,
lo que implica nuevamente la omnisciencia légica. Pero tal vez la cuestiéon més
interesante tenga que ver con el uso del teorema de deduccién.

Para analizar este problema es necesario introducir previamente la nocién de
derivabilidad en un sistema axiomatico AX: diremos que una férmula 1 es deri-
vable de una formula ¢ en el sistema AX (lo que escribiremos AX, ¢ F 1)) si ¢
es la ultima de una cadena de formulas cada una de las cuales o es una instancia
de un axioma de AX, o es la misma v, o se sigue de las anteriores mediante la
aplicacion de una de las reglas de AX. Una vez introducida esta nocién, en los

sistemas de logica de primer orden se puede demostrar el siguiente teorema:
TD: Si AX,p F 1, entonces AX F ¢ — 1.

Sin embargo, parece que la conjunciéon de este teorema y la regla R2 nos

permitirfa deducir el siguiente teorema:
¢ = Ko,

lo que convertiria nuestros sistemas de logica epistémica en triviales, ya que K, ¢
resultaria simplemente equivalente a ¢.

Es realidad, esta es la razon de que hayamos presentado esta regla en la forma

Fo
F K.

y no en la mas comun
¥

KaiSD'
Mientras nos mantengamos en el ambito estricto de la deducciéon axiomatica,
no hay diferencia entre ambas presentaciones; pero cuando introducimos la nocién
de derivabilidad en un sistema AX el signo de validez que precede a ¢ significa

que hemos de entender la regla como sigue: si ¢ depende solo de los axiomas'® de

103 diferencia entre la presentacién de R1 y R2 se corresponde, en el plano semantico con
la diferencia entre los conceptos de consecuencia logica local y global. Una férmula o es conse-
cuencia légica local de un conjunto de férmulas T' ( en signos, I' E! a), syss para todo modelo
M y todo mundo posible s € W de la estructura M, si M,s E T', entonces M, s E « (donde
M,s E T abrevia M,s E v, M,s E v9,--- , para todo 7; € I'). Una férmula « es consecuencia
logica global de un conjunto de formulas T' ( en signos, I' E¢ ), syss para todo modelo M, si
M E T, entonces M F a. Como puede verse, el segundo concepto es mas débil que el primero.
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AX, entonces de ¢ se sigue K, ¢ (la nocion de dependencia hay que entenderla
en el siguiente sentido: a) una formula depende de si misma; b) si ¢ es el resultado
de aplicar a 1) una regla de AX, entonces ¢ depende de v; ¢) si ¢ depende de
y a su vez ¢ depende de &, entonces ¢ depende de x.). Con esta restriccion al uso
de la regla R2 el teorema de deduccién resulta vélido, sin que de la combinacion
de ambos se sigan las consecuencias indeseables que acabamos de comentar!®.
No quisiéramos dejar de mencionar, por tltimo, la posibilidad de proponer sis-
temas alternativos a los tres mencionados. El caracter contraintuitivo del axioma
A5, en concreto, ha propiciado la aparicién de sistemas mas débiles que S5,, pero
mas fuertes que S4,,'2. Mas en particular, Lenzen'® ha sugerido anadir a S4,, el

siguiente esquema de axioma:
Ko Ka,p = Ko, Ko, 0

el resultado, conocido como 54,2,,, contiene a S4,, y esta contenido en S5,,.
Van der Hoek!?, a su vez, propone un sistema que contiene al anterior, y por
tanto a S4,,, y que también esta contenido en S5,,. Se conoce como S4,3,, v es

el resultado de anadir a S4,, el siguiente esquema de axioma:
Kﬂi (Kai(p - Kaiw) \ (Kaiw - Kai(p) .

Por ultimo, de acuerdo con Kutschera!®, podemos obtener el mas fuerte S4,4,,

anadiendo un esquema de axioma a S4,,:
= ([?aiKa#P — Kaigo) .

Estudiar estos sistemas no carece, sin duda, de interés. No obstante lo cual,
en el resto de este trabajo nos ceniremos al estudio de los tres sistemas clésicos:
T, S4p y S5,

"UPara un tratamiento diferente del problema, vid. Fagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y
Vardy, M.Y. (1995) , pp. 54 y 92.

12En realidad, estos sistemas eran ya conocidos para logicas modales aléticas. Puede verse una
breve exposicion en Hughes, G. E. y Cresswell, M. J. (1968), cap. XIV.

BLenzen, W. (1978).

“Hoek, W. van der, (1996).

5Kutschera, F. von. (1976).
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2.4. Relaciéon entre modelos y sistemas axiomati-

COS

Hemos mencionado antes que el hecho de que una férmula sea vélida en un
determinado sistema depende de las propiedades de la relaciéon de accesibilidad.
Asi, A2 y R2 son validos en todos los modelos kripkeanos; A3 es valido sélo
si la relacion de accesibilidad es reflexiva, A4 es vélido cuando la relacién de
accesibilidad es transitiva; y A5 cuando, ademaés de transitiva, es simétrica (y por
tanto, euclidea). El conjunto de los cinco axiomas, por consiguiente, serd valido
cuando R; sea una relacion de equivalencia. Demostremos esto con més detalle.

Sea M la clase de todos los modelos kripkeanos, M" la clase de todos los
modelos kripkeanos en los que R,, es reflexiva , M" la de los modelos en los que
R,, es transitiva; y por tltimo, sea M>' la clase de todos los modelos en que R,,

es simétrica y transitiva (siempre para a; € A). Tenemos entonces que:

Teorema 2.4.1. A2 es vdlido en todos los modelos kripkeanos, esto es:

Fum (KaiQO A Kai (()0 - ¢)) - Kaiw

Demostraciéon: Supongamos que M,s E K, ¢ N K, (p — 1) para cua-
lesquiera M € M y s € M. Por evaluacién del conjuntor, M,s F K, ¢ vy
M,s E K, (¢ — ). Por evaluacion de K, para todo t tal que sR,,t, M,t E ¢y
M.t E ¢ — 1. Por evaluacion del condicional, M, ¢ F 1. Luego M, s E K,,1, por
evaluacion de K. QED.

Teorema 2.4.2 (Regla R2). SiF ¢, entonces Fa Ky, .

Demostracion: Si F yp , entonces M, t F ¢ paratodo M €e Myte M. En
particular, dado cualquier mundo posible s, M,t F ¢ para todo t tal que sR,,?
(para a; € A). Asi pues, por evaluacion de K, M,s F K,,¢. Puesto que esto es
valido para todo M e My se M, Fa K, 0. QED.

Teorema 2.4.3. A3 es vdlido en todos los modelos kripkeanos reflexivos, esto es:

Fumr Koo = @

Demostracion: Para cualesquiera M F M"y s € M, si M, s F K,, entonces
M.t F ¢ para todo t tal que sR,,t. Puesto que R;, es reflexiva, se cumple que
sR,;s, y por tanto que M, s E ¢. QED.
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Teorema 2.4.4. A4 es vdlido en todos los modelos kripkeanos transitivos, esto

es:

Fumt Koo = Ko, Ko

Demostracion: Partimos del supuesto de que M, s E K,,¢ (para M € M'y
s € M). Tomemos t y u cualesquiera (t,u € M) tales que sR,,t y tR,,u. Puesto
que R,, es transitiva, tenemos que sR,,u, y por evaluacion de K, que M, u F .
Ahora bien, si M, u F ¢ para todo u tal que tR,,u, entonces M,t E K, ¢, y puesto
que esto ocurre para todo t tal que sR,t, por evaluacion de K, se cumple que
M,sE K, K, p. QED.

Teorema 2.4.5. A5 es vdlido en todos los modelos kripkeanos simétricos y tran-
sitivos, esto es:
':Ms,f, —\Kaigo — Kai_' a; P

Demostracion: Partimos del supuesto de que M, s F =K, p (para M € M**
y s € M). Esto significa que hay un u € M tal que sR,,u y M,u ¥ ¢. Sea
ahora un ¢ cualquiera (¢ € M) tal que sR,,t. Puesto que R,, es simétrica, tR,;s;
y puesto que es transitiva, tR,,u. Asi pues, hay un u tal que tR,,u y M,u ¥ ¢,
por tanto M,t ¥ K, ¢ (por evaluacion de K) y M,t E =K, ¢ (por evaluacion
del negador). Puesto que esto sucede para todo t tal que sR,t, M,s F K, —K,,¢
(por evaluacion de K). QED.

2.5. Resultados metateoricos
Teorema 2.5.1. Para formulas en LEP:
a) T, es una axiomatizacion correcta respecto a M.
¢) S4,, es una aziomatizacion correcta respecto a M.
d) S5,, es una axiomatizacion correcta respecto a M™**,

Demostracion: La validez de A1 y R1 se sigue inmediatamente del hecho de
que la interpretacion de los functores proposicionales es la misma que en la logica

proposicional. La validez de A2 qued6 demostrada en el teorema 2.4.1 , y la de R2
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en el teorema 2.4.2 . Si a eso unimos que el teorema 2.4.3 demuestra la validez del
axioma A3 respecto a M", se sigue inmediatamente la correccién de T, respecto
a M.

La correccion de S4,, respecto a M"™ se sigue de todo lo anterior junto al
teorema 2.4.4, que demuestra que A4 es vélido en todos los modelos transitivos.

La correccién de S5, respecto a M™! se sigue de todo lo anterior junto al
teorema 2.4.5, que demuestra que A5 es valido en todos los modelos simétricos y
transitivos. QED.

Con lo anterior queda demostrada la correccion de los sistemas T;,, S4,,, ¥
S5,,. Demostrar la completud de estos sistemas es algo més complejo. Como es
habitual desde que Henkin presentara su prueba de completud para la légica
elemental de predicados'®, seguiremos la estrategia de demostrar previamente el
teorema de satisfaccion; esto es, que si una férmula @ es consistente con el sistema
axiomatico en cuestion, esta formula es satisfactible (en un cierto tipo de modelos).
La completud del sistema es una consecuencia casi inmediata del teorema de
satisfaccion.

Pero antes de esto debemos introducir ciertas nociones previas que, aunque
bien conocidas, no conviene dejar pasar de largo.

Dado un sistema axiomatico, escribiremos Fg « para indicar que « es deriva-
ble en S (omitiremos el subindice cuando quede claro por el contexto). Diremos
que una formula « es consistente con relacion a S (para abreviar, que a es S-

consistente) syss —a no es derivable en S; esto es:

Definicién 2.5.2. Dado un sistema axiomatico S expresado en el lenguaje L,

una formula a € L es S-consistente syss ¥g —a.

Diremos igualmente que un conjunto finito de férmulas I' es S-consistente si
lo es la conjuncion de todas las férmulas de I'. Un conjunto infinito de férmulas
se considera consistente si lo son todos sus subconjuntos finitos.

Dados un conjunto de férmulas I' y una férmula «, siempre respecto a un
lenguaje £ y un sistema axiomaético S, puede ocurrir que tanto I' U {a} como
I' U {—a} sean consistentes con los axiomas de S. Por ejemplo, dado cualquier
sistema axiomatico de logica proposicional, el conjunto {pV ¢,p} sigue siendo

consistente tanto si afladimos ¢ como si anadimos —¢. Cuando esto no es posible

16Henkin, L. (1949).
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para ninguna férmula o € £, decimos que se trata de un conjunto maximamente

consistente:

Definicién 2.5.3. Dado un sistema axiomatico S expresado en el lenguaje £, un
conjunto de formulas I es méximamente S-consistente syss, para toda formula «

tal que a € L pero aw ¢ I', I'U {a} no es S-consistente.

Dado un lenguaje numerable £ y un conjunto A de férmulas de £, para un cier-
to sistema axiomaético S, siempre es posible construir un conjunto méximamente
S-consistente I' que contiene a A. La prueba es como sigue:

Puesto que nuestro lenguaje es numerable, podemos suponer todas las formulas

de L dispuestas en cierta ordenacién g, as, - - - .cu,. Definimos ahora una serie de
conjuntos I'g,I'y,- -+ ,I',, de la siguiente forma:
i) To=A

ii) Sil;U{a;;1} es S-consistente, entonces I'; 11 = I';U{ ;1 1}; en caso contrario,
Ly =14

Sea ahora I' = 'y U T'y,--- ,T,; es claro que A C T, puesto que I'y = A, y
que I' es S-consistente, puesto que todo subconjunto finito suyo lo es. I' es tam-
bién, ademés, maximamente consistente. Para probarlo supongamos una férmula
¢ € L tal que TU{p} es S-consistente; puesto que ¢ € L, debe figurar en nuestra
enumeracion, digamos como «;; ahora bien, si I'U{¢} es S-consistente, todo sub-
conjunto finito suyo también lo es, y en particular, I';_; U {p} es S-consistente!”.
Pero si ¢ = a; y I'j_1 U {¢} es S-consistente, entonces I'; = I';_; U {¢}; y por
tanto ¢ € I';, luego ¢ € I'. QED.

Es facil demostrar que, dado un lenguaje £ y un sistema axiomético S que
contenga la légica proposicional, todo conjunto méximamente S-consistente I' de

formulas de £ tiene las siguientes propiedades:
a) Para cualquier formula o € £, no es el caso que a« € I'y mav € T
b) Para cualquier formula o € £, o bien o € I" 0 bien -« € T

c) Sia—pfelyacl, entonces €T

ITPuesto que las demostraciones son bien conocidas, no consideramos necesario incluirlas aqui.
Pueden encontrarse, por ejemplo, en Hughes, G. E. y Cresswell, M. J. (1968), pp. 133 y ss.



2.5. RESULTADOS METATEORICOS 35

d) Si kg a, entonces o € T.

Una vez explicados estos conceptos, podemos demostrar el teorema de satis-
faccion para T,,, S4,, v S5,,. La estrategia es como sigue: construimos un modelo
M€, denominado modelo canénico'® tal que para cada conjunto maximamente
consistente ® de féormulas del lenguaje de LEP, hay un mundo posible s € W
de M. Luego demostraremos que para toda férmula ¢ € LEP, M®, s E ¢ syss
¢ € ®. Naturalmente, esto es equivalente a demostrar que si ¢ es T,,-consistente
(respectivamente: S4,,-consistente, S5,,-consistente) entonces ¢ es satisfactible;
ya que si es ¢ consistente con los axiomas de T, (S4,,, S5,, ), entonces se puede
construir un conjunto maximamente 7,,-consistente ® que contiene a ¢, y por
tanto MY, s¢ F ¢. Habra que demostrar independientemente que M¢ € M”, en
el caso de T},,; que MY € M™ en el caso de S4,, v que que M¢ € M™* en el

caso de S4,,. Veamos los detalles.

Teorema 2.5.4. Para toda férmula ¢ € LEP:

a Si ¢ es T,,-consistente, entonces hay un modelo M € M" y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s F .

b Si ¢ es S4,,-consistente, entonces hay un modelo M € M™ y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s F .

¢ Si ¢ es Sb,,-consistente, entonces hay un modelo M € M"*' y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s E ¢.

Demostracion: Haremos primero la parte comun de la prueba, cinéndonos
al sistema 7T,,. Posteriormente demostraremos que el modelo que presentamos
pertenece a M", en el caso de T,,; a M" en el de S4,,, o a M"*! en el de S5,,.

Sea C (T,,) el conjunto de todos los conjuntos maximamente 7,,-consistentes
de formulas de LEP, sea P el conjunto de dtomos del lenguaje y A el conjunto

de agentes. Definimos el modelo

MC = {WRaia”' aRam>U}

BEste tipo de estructura se corresponde con los modelos de Henkin para la légica de primer
orden. Fue usado por primera vez para logicas modales por Makinson, D. (1966) y Lemmon, E.
J. (1977). Carnielli, W. y Pizzi, C. (2009) dedican un capitulo a “completud y canonicidad”.
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de la siguiente forma:
En primer lugar, hacemos corresponder un mundo posible a cada conjunto

méximamente 7T,,-consistente:
W ={se |®eC(Tn)}
La funcién de evaluaciéon v se define como sigue:
v (s¢,p) = 1 syss p € ¢ (para todo p € P)

En cuanto a las relaciones de accesibilidad, para cualesquiera conjuntos ®, ¥ €
C(Tw), y a; € A, establecemos:

R., = {(se, sv) | para todo o € LEP, si K,,a € ®, entonces a € ¥}

0

Escribiremos |p| para designar al grado 16gico de ¢; demostraremos por induc-
cién sobre |p| que para toda formula ¢ € LEP, MY sg F ¢ syss ¢ € ®:

La base es trivial: si ¢ es atémica entonces, por la definicién de v, MY, sg E ¢
syss ¢ € O.

Partamos ahora como hipétesis de la induccién que la afirmacién vale para
|| < n y demostremos que también vale para |p| =n + 1.

Los casos de los operadores proposicionales son también triviales, ya que ®
contiene todas las tautologias de la logica proposicional. Veamos el caso en que

v =K, a:

De izquierda a derecha, supongamos que M, sg E K,,a. Esto significa que
M€, sy E a para todo sy € W de la estructura M tal que (sg, sy) € Ry,
De aqui se sigue que el conjunto {7 | K,,7 € ®}U{-a} no es T,,-consistente;
pues de lo contrario, habria una extension suya, digamos ¥, maximamente
T,,-consistente, y puesto que ¥ contiene {7 | K,,7 € ®}, se cumpliria que
(59,59/) € R,,, y por tanto que M©, sq F —a, por hipétesis de la induccion,
y por consiguiente, también que MY, sg F —K,.; lo que contradice nuestra

hipétesis de partida.

Puesto que el conjunto {7y | K,,v € ®} U {-a} no es T),-consistente, debe
haber un subconjunto finito suyo {v1, -+ , &, 7} que no es T,,-consistente;

y por tanto, por légica proposicional:
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Fr, 1= (e = (= (e — @)

y por tanto, aplicando R2:

b, Koy (= (2 = (- = (e = @) 5

de donde, aplicando A2 y calculo proposicional, obtenemos

}_Tm Kaf)/l — (Ka/ﬁ — ( o (Kai'Yk — Ka7a)))7

y puesto que ® es maximamente T),-consistente:

Ko — (Kgya = (- = (Ko = Kg))) € .

Ahora bien, recordemos que 71, -+, € {7 | Ka7v € ®}, y por tanto
Ko, Ko,y € @; de donde se sigue, por el hecho de que ® sea mé-

ximamente 7;,,-consistente, que K, a € ®.

En sentido contrario, supongamos que K, a € ®. Por construccién del mo-
delo, para todo ¥ tal que (sg, sy) € R,, € ¥; pero entonces, por hipotesis
de la induccion, MY, sy F a. Asi bien, MY, sy F a para todo sy tal que
(59, 5y) € Ry,; y por tanto, M sg F K, a.

Hasta aqui la parte la prueba es idéntica para T;,, S4,, y S5,. Aunque la
hemos presentado para el primero de estos sistemas, para obtener la prueba co-
rrespondiente a los otros dos basta sustituir C (7},,) por C (54,,) o C(S5,,), res-
pectivamente; y T,,-consistente por S4,,-consistente o S5-consistente. Esto es asi
porque todas las tesis de T, implicadas en la prueba lo son también de S4,, y
S5,,, como puede comprobarse facilmente. Demostremos ahora que M¢ € M",
en el caso de T,; que M € M"™ en el caso de S4,,; v que MY € M™t en el
caso de S5,,:

T,,: Cuando construimos el modelo canénico para T;, definimos W de la estruc-
tura MY como {s¢ | ® € C(T},)}, donde C(T,,) es el conjunto de todos
los conjuntos maximamente T),-consistentes de formulas de LEP. Aho-

ra bien, para cualquier formula @ € LEP, y para cualquier a; € A,
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K,,o0 — « es una tesis de T,,; por consiguiente, para cualquier ® € C (7,,,),
K,a = o € &, de donde se sigue que si K, € ®, entonces o € &.
Asi pues, (S¢,50) € {(So,sw) |si K, o € ©, entonces aw € U}; de donde
(59,50) € R,,; y por tanto, M® € M".

La reflexividad se demuestra como en el caso anterior. La transitividad se

demuestra como sigue:

Cuando construimos el modelo canénico para S4,, definimos W de la es-
tructura M© como {sg | ® € C(S4,,)}, donde C (54,,) es el conjunto de
todos los conjuntos maximamente S4,,-consistentes de férmulas de LEP.
Ahora bien, para cualquier formula @ € LEP, y para cualquier a; € A,
Kq,o = K, K, o es una tesis de S4,,; por consiguiente, para cualquier
¢ € C(54,,), Koo - K, K, € ®, de donde se sigue que si K,,o € 9,
entonces K, K, € ®. Sean ahora cualesquiera ®, ¥, € C(54,,) ta-
les que (se,sw) € R, y (Sw,sq) € R, y supongamos que K,a € &.
De aqui se sigue que K, K, a € ®; y por construccion del modelo, que
K, o € W. Ahora bien, puesto que (sg,sq) € R,,, se sigue también que
a € Q. Asi pues, (S¢,50) € {(So,sv) | si K, € ©, entonces a € U}; de
donde (sg, sq) € R,,; y por tanto, M¢ € M"t.

La reflexividad y la transitividad se demuestran como en el caso anterior.

La simetria se demuestra como sigue:

Cuando construimos el modelo canénico para S5, definimos W de la es-
tructura M© como {sg | ® € C(55,,)}, donde C(S5,,) es el conjunto de
todos los conjuntos maximamente S5,,-consistentes de formulas de LEP.
Ahora bien, para cualquier formula o« € LEP, y para cualquier a; € A,
~Kya - K, —K, o es una tesis de S5,,; por consiguiente, para cualquier
¢ € C(S5,), K, a— K, ~K, o€ ®, de donde se sigue que si =K, o € D,
entonces K,,—~Kq o € ®.

Sean ahora cualesquiera ®, U € C (S5,,) tales que (s¢,sy) € R,, y parta-
mos del supuesto de que K, € V. Partamos también del supuesto, para
proceder por reduccion al absurdo, de que o ¢ ®. Puesto que ¢ es maxima-
mente S5,,-consistente, na € ®; y puesto que ~aw — - K, es una tesis de
Sbm, K, € @; y por tanto también K, —K, o € ®. Ahora bien, puesto

que (Sq,sw) € Ry, esto implica que =K,,a € VU, lo que contradice nues-
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tra hipotesis de partida. Concluimos pues que para todo ®,¥ € C(S5,,)
tales que (s¢, Sy) € Ry,, si K,a € U, entonces o € ®; y por consiguiente
que (sg, So) € {(se,sv) | si K,,a € @, entonces a € ¥}; o lo que es igual,
(sy,5¢) € R,,. Asi pues, MY € M*. QED.

Con esto queda demostrado el teorema de satisfacciéon. Como es bien conocido,

la completud se sigue ahora de forma casi inmediata:
Teorema 2.5.5. Para formulas en LEP:
a) T,, es una axiomatizacion completa respecto a M.
¢) S4,, es una axiomatizacion completa respecto a M.
d) S5,, es una axiomatizacion completa respecto a M"*.
Demostracion: Hay que demostrar que:
a) Si Fr,, a, entonces Fr, «.
c) SikFgy, «, entonces gy, a.

d) SiFgs,, a, entonces g5, .

En los tres casos, esto se deduce automaticamente del teorema 2.5.4. Veamos
el caso de T,,:

Partimos del supuesto de que Frp,, «; y por tanto, no hay ningtin modelo
M € M" tal que para algin s € W de la estructura M, M,s E —a. Por la
contraposicion del punto a) del teorema 2.5.4, de aqui se sigue que =« no es T,,-
consistente. Ahora bien, dijimos que una férmula ¢ es S-consistente syss —p no
es derivable en S; luego decir que =« no es T),-consistente equivale a decir que

—=a es derivable en T,,. Pero Fp ——a — «; y por tanto, por R1, Fr «a. QED.

2.6. Tablas semanticas

En esta secciéon presentaremos un método de tablas seméanticas etiquetadas para
los sistemas T,,, S4,, y S5,,. Este método no es més que una modificaciéon del

que se presentd en su dia para S4,,'°, aunque dispuesto en la manera en que

19Gémez-Caminero Parejo, E.F. (2003).
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lo hace Goré?°, que a su vez combina los métodos de Fitting?! y Massacci®?. La
intuicion bésica es que para realizar la tabla de una formula (o un conjunto de
formulas) en la que intervienen operadores modales no es suficiente con encontrar
una asignacion de valores que haga verdaderas a las variables, sino que ademaés
tenemos que encontrar mundos posibles alternativos que hagan verdaderas a las
formulas afectadas por operadores modales y que satisfagan las propiedades de la
relacion de accesibilidad en cada sistema. En el caso de una logica multiagente,
esta exigencia se complica por el hecho de que hay una relacion de accesibilidad
diferente para cada sujeto epistémico. Asi, por ejemplo, cuando hacemos la tabla
de una férmula de la forma <P/\f(ai¢ lo que buscamos es un modelo M y un mundo
posible s € W de la estructura M tales que M,sF oy M,s E [A(aiw, pero para
esto dltimo tenemos que encontrar un mundo posible t € M tal que M,t F 1,
lo cual nos obligaria ahora a realizar la tabla semantica de la férmula . Ahora
bien, En ¢ pueden ocurrir féormulas de la clase K, x; lo que, segtn el sistema, nos
obligaré a incluir ciertas formulas en la tabla de . Todo esto, que en lugar citado
se representaba con un sistema de arboles subsidiarios enmarcados en recuadros,
se representa ahora con un sistema de etiquetas que representan el mundo posible
al que pertenece una formula y el agente respecto al cual es accesible. Empecemos
describiendo con detalle el sistema de etiquetas.

Sea A = {a1, as , -, ap} un conjunto de agentes epistémicos; y cada K,
es el operador modal correspondiente al agente a;. Una etiqueta es entonces una

cadena de enteros y términos de agente generada por las siguientes reglas:
a) 1 es una etiqueta.
b) Si o es una etiqueta, o.a;n también lo es (para algin n > 1 y para a; € A).

Diremos que una etiqueta 7 es una extension simple de otra o si 7 = o.a;n (de
nuevo, para algin n > 1y para a; € A). Diremos que 7 es una extension de o si
es una extension simple, o la extension de una extension simple, etc. Diremos que

una cadena de etiquetas X es fuertemente generada (con raiz 1) si:
a) toda etiqueta o es una extension de 1; y

b) sig.a;n € ¥, entonces o € X.

20Goré, R. (1999).
21Fitting, M. (1983).
22Massachi, F. (1994).
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Por ultimo, conviene definir otro término con vistas a introducir ciertas restriccio-
nes en las reglas: diremos que una etiqueta 7 es un ascendiente epistémico de otra
o (respecto a un cierto agente a;) si el término de agente que introduce cada nuevo
eslabon hasta obtener 7 es siempre el mismo a partir del altimo que aparece en o.
Convencionalmente, entenderemos que una cadena es un ascendiente epistémico

de sf misma. Podemos definir recursivamente esta nocién como sigue:
a) o es un ascendiente epistémico de o respecto a cualquier agente.
b) o.a;n es un ascendiente epistémico (respecto a a;) de o.a;n.a;m syss a; = a;.

c) Si o es un ascendiente epistémico de 7 respecto a a; y 7 lo es de k, entonces o

es un ascendiente epistémico respecto a a; de k.

El siguiente es un ejemplo de una serie de etiquetas cada una de las cuales es un

ascendiente epistémico de todas las que le siguen:

l.a13 1l.a13.a11 1l.a13.a11.a15

Una formula etiquetada es una expresion de la forma o :: ¢, donde ¢ es una
etiqueta y ¢ es una formula. Una tabla seméntica etiquetada para un conjunto
de féormulas I" es un conjunto de sucesiones de férmulas, construida segin las
reglas que a continuacién se indican, que cobra la forma de un arbol invertido
en el que cada nodo contiene una féormula etiquetada. En lo sucesivo hablaremos
indistintamente de tabla o arbol y llamaremos ramas a cada una de las sucesiones
que lo componen. Diremos también que una rama de la tabla semantica es cerrada
si contiene una férmula etiquetada de la forma o :: ¢ y otra de la forma o :: =,
y que una tabla es cerrada si y s6lo si cada una de sus ramas es cerrada.

Pasemos ahora a estipular las reglas del calculo. Podemos hablar de dos tipos
de reglas. Las primeras, a las que podemos llamar simplemente reglas comunes, son
las mismas para T},, S4m v S5.,2%, v se aplican sélo una vez a cada féormula en la
elaboracion de la tabla. Las segundas, a las que denominaremos reglas de herencia,
son las que nos exigen trasladar férmulas de un mundo posible a otro, y son por
tanto las que diferencian a los tres sistemas. Estas reglas pueden aplicarse méas de

una vez en la elaboracion de la tabla. Para facilitar las pruebas por induccién, se

23Por simplicidad, llamaremos a cada uno de estos calculos de tablas semanticas como los
correspondientes sistemas axiomaéticos
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ha supuesto que los tnicos functores proposicionales son A y —. En la redaccién
de estas reglas se han incorporado ciertas restricciones que evitan que la tabla
se vuelva infinita atn cuando el conjunto de féormulas que actiian como asuncién
de la tabla tenga un modelo finito, estas restricciones se explicardn mas adelante.

Las reglas en cuestiéon son las siguientes:

REGLAS COMUNES:

1. Si la férmula etiquetada a marcar es o :: —a:

a) si a es —f, se escribe ¢ :: 5 al término de la rama,

)
b) si aes SA7, se abren dos subramas, una con o :: = y otra con o :: —y,
)

c) si o es K, 8, se escribe o :: K,,—f al término de la rama,

d) si aes K, [, se escribe o :: K,,—f al término de la rama.

En todos los casos anteriores la formula a la que se ha aplicado la regla se

marca con —.

2. Si la formula etiquetada a marcar es o :: v A § se escriben consecutivamente

o ayo::faltérmino de la rama y se marca con A.

3. Si la féormula etiquetada a marcar es o :: K, se escribe o @ a al término

de la rama y se marca con K.

4. Sila férmula etiquetada a marcar es o :: [A(aioz se escribe o.a;n :: « al término
de la rama (donde n es el primer entero positivo tal que o.a;n es nueva en
la rama) y se marca con K (0.a;n). Restriccion: salvo que 7 :: v aparezca en
la rama y 7 sea un ascendiente epistémico de o respecto a a;, en cuyo caso

se da la regla por aplicada y se marca la formula con K (7).
REGLAS DE HERENCIA:

HKT: Si en una rama de la tabla aparece una férmula etiquetada de la forma
o = Ko, se escribe al término de la rama o.a;n :: o, para toda etiqueta

g.a;n que aparezca en la rama.

HKS4: Si en una rama de la tabla aparece una féormula etiquetada de la forma
ot K,,a, se escribe al término de la rama o.a;n :: K, «r, para toda etiqueta

o.a;n que aparezca en la rama.
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HKS5:

a) Si en una rama de la tabla aparece una formula etiquetada de la forma
o K, a, se escribe al término de la rama o.a;n : K,,a, para toda

etiqueta 0.a;n que aparezca en la rama.

b) Si en una rama de la tabla aparece una formula etiquetada de la forma

o.an : K4, a, se escribe o 1 K« al término de la rama.

Estas reglas de herencia sblo se aplican si el consecuente de la regla no existe ya en
la rama. En todos los casos, la férmula a la que se aplica se marca con el nombre
de la regla y el nimero de linea en que se escribe el resultado de su aplicacion.

Como se ve, HK S5 contiene a HKS4, que a su vez implica a HKT, en
unién con la regla de K; de forma que el calculo para cada sistema se podria
obtener anadiendo una regla al anterior. En lugar de eso, hemos preferido presentar
un calculo que consta de las reglas comunes y una regla de herencia especifica
para cada uno de los sistemas, por considerar que resulta mas comodo y menos
redundante. En cualquier caso, se trata de una cuestién intrascendente que no
afecta al nucleo del problema.

Por lo que respecta a la regla de K , se puede observar que es la tnica que nos
permite crear etiquetas nuevas. Esto responde a exigencias de la seméntica: para
que [A(az«p sea verdadero en un mundo s € M, es necesario que ¢ sea verdadero en
algiin mundo t alternativo a s para el agente a;; pero esto es exactamente lo que
intentan representar las etiquetas, y es por ello que las presencia de una férmula
etiquetada o :: I?aigo exige que se escriba ¢ al final de la rama, pero precedida de
una etiqueta nueva de la forma o.a;n.

Esta regla, sin embargo, aplicada sin ninguna restricciéon, hace que se vuelvan
infinitas tablas de férmulas que tienen un modelo finito. Un ejemplo de ello es la
formula Kai.f(aigo (en S4y S5): 0 Kaif?ainp nos obliga a escribir o :: I?aigp, que a
su vez nos lleva a g.a;n :: ¢, pero ahora la regla de herencia nos obliga de nuevo a
escribir o.a;n :: Kail/(\'aigo, lo cual nos lleva a og.a;n :: [/(\'igp, y esto a g.a;n.a;m :: @
y asi sucesivamente. No obstante, esta formula tiene modelos finitos muy simples;
uno de ellos, aunque no el méas simple, consta s6lo de dos mundos posibles: un
mundo s, en el que ¢ puede o no ser verdad, y una alternativa epistémica con
respecto a;, t, tal que M,t F . La restricciéon a la regla 4 nos permite encontrar

este modelo.



44 CAPITULO 2. LOGICA EPISTEMICA PROPOSICIONAL

La justificacién de la restriccion es la siguiente: sean 04,0 - - - , 0, una suce-
sion de etiquetas cada una de las cuales es un ascendiente epistémico respecto a
un agente dado a; de todas las que le siguen, y sean I'(0y),I'(02), -+ ,T'(0y,) los
conjuntos de férmulas etiquetadas con oy,09, - -, 0,, respectivamente. Es claro
que cada formula que aparezca en uno de estos conjuntos o bien ha sido intro-
ducida por la aplicaciéon de la regla de K , 0 bien por aplicacién de la regla de
herencia, o bien procede de una férmula obtenida por aplicaciéon de uno de los
procedimientos anteriores. Ahora bien, dados dos cualesquiera de estos conjuntos,
I'(0;) y I'(0;) (i > j), es claro que todas las formulas de la forma K1) que estén
en el primero de ellos estan también en el segundo, por aplicacion de la regla de
herencia. Puesto que la dnica regla que nos permite crear una etiqueta nueva es
la de I?, y puesto que esta regla se aplica solo una vez, si I'(¢0;) y I'(0;) proceden
ambos de la aplicacion de la regla 4 a la misma férmula [?aigo, ambos contienen
la misma férmula ¢, las mismas férmulas de la forma K, ¢, y todas las que pro-
ceden de la aplicaciéon de las reglas a las férmulas anteriores; esto es, ambos son
idénticos. Siendo esto asi, si nos encontramos una férmula etiquetada o :: [A(aigp
pero ya existe en la rama 7 :: ¢, siendo 7 un ascendiente epistémico de o, no
necesitamos crear una nueva etiqueta (un nuevo mundo posible) o.a;n, ya que
I'(0.a;n) sera necesariamente igual a I'(7); nos basta con establecer en el modelo
la correspondiente relacién de accesibilidad desde o a 7.

Conviene destacar que en el caso del sistema 7}, no es necesaria una restriccion
tan fuerte a la regla 4, ya que al no ser transitiva la relacion de accesibilidad no se
pueden generar tablas infinitas. Bastaria, y solo para no alargar innecesariamente
la ejecucién del arbol, con la siguiente restriccion: salvo que o : a aparezca en la
rama.

La aplicacion de esta restriccion a la regla 4 garantiza que la tabla seméntica
de un conjunto de férmulas es siempre finita. Para ver esto no tenemos mas que
darnos cuenta de que todas las reglas, salvo la de herencia, se aplican s6lo una
vez; y por tanto una secuencia infinita de aplicaciones de las reglas s6lo puede
venir producida porque uno o varios operadores IA(al. caigan bajo el alcance de
un operador K,, (nétese que deben ir afectados por el mismo subindice). Siendo
asi, la serie de etiquetas que se generara serd tal que cada una de ellas sea un
ascendiente epistémico de las siguientes. Ademés, puesto que se trata de una
aplicacion ciclica de las reglas a las mismas férmulas, que se van transmitiendo

por la regla de herencia, necesariamente llegaréd un momento en que tengamos que
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aplicar la regla 4 a una formula IA(%«p que ya ha aparecido con otra etiqueta y a
la que ya se le ha aplicado la regla. En este momento, la restriccién nos permite

considerar la formula como marcada, evitando que la tabla se vuelva infinita.

2.7. Algunos ejemplos

A modo de ejemplo, demostraremos la validez de los esquemas de axioma?!

A2, A4y A5 (usando las reglas de herencia de T},,, S4,, y S5, respectivamente);
para ello, haremos las tablas de verdad de sus negaciones. Omitimos la prueba
de A3 porque la tabla seméntica de su negaciéon es demasiado simple para que
resulte interesante. Empecemos con A2: en el cuadro 2.1 se muestra que la tabla
semantica de {K, (p — q) , K,p, " K,q} es cerrada.

En cuanto al axioma A4, su negacion es:

Kap A KaKaﬁ]l

Su tabla seméantica se muestra en el cuadro 2.2.

Por ultimo, la negacion de A5, (interiorizados los negadores) es:
K, o P A [?aKap.

Su tabla semantica se puede ver en el cuadro 2.3.

2.8. Correccion

Demostrar la correccién del cédlculo que acabamos de presentar equivale a

probar el siguiente teorema:

Teorema 2.8.1. Para férmulas de LEP, si la tabla semdntica de un conjunto de

formulas T" tiene al menos una rama abierta, entonces I' tiene un modelo.

Demostracion: la demostracion consta de dos partes, la primera consiste en

mostrar como se construye el modelo a partir de una rama abierta del &rbol;

2 Estrictamente hablando, se realiza la tabla semantica de una féormula, y no de un esquema
de férmula. Por esta razén, presentaremos la tabla de una instancia particular de cada uno de
estos esquemas de axioma, sustituyendo ¢ por p, etc. El mismo procedimiento se seguirda en
otros apartados de este trabajo.
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Cuadro 2.1: {K,(p — q), Kup, ~K.q}

1) 1:K,(p—q « (asuncion)

3) 1:-Kug (asuncion)

\

2) 1:Kup k (asuncion)
\
\

4) p—q o (de 1)

5) lzzp‘ (de 2)

| 7) l:ug (de 4)
® . |
8) 1:Ka ¢ Rean (de 3)
|
9) l.al:—gq (de 8)
|
10) lal=p—q - (HKT de 1)

|
11) lal:=p (HKT de 2)

12) l.al:—p (de 10) 13) l.al::gq (de 10)

| |
® ®
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Cuadro 2.2: K,p A [?a[?a_'p

1) 12 K.,pA [A(al?aﬂp A (asuncion)
2) 1:Kup k (de 1)

3) 12 KoKam P Reian (de 1)

5 lal: Ko Riaran (de 3)

\
6) lal:K.,p k (HKS4 de 2)

|
7) lal:p (de 6)
|
8) l.al.al::—p (de 5)
|
9) lal.al: Ki,p k (HKS4 de 6)

|
10) l.al.al :p de 9

|
®
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Cuadro 2.3: I?a—'p A I/(\'aKap

1) 1Ko pAKKp a (asuncion)
2) 1:K,p R(L.al) (de 1)
3) 1 K, Kap | Raay  (del)
4) l.al: —‘\p (de 2)
5) l.a2: Kap‘ K (de 3)
6) l.a2:p (de 5)

7 1:Kaep & (HKS5b de 5)
de 7
(HKSb5a de 7)

10) l.al:=p (de 9)
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la segunda, en demostrar que el modelo asi construido satisface a la férmula.
Realizaremos una prueba tnica para los calculos T,,, S4,, v S5,,, indicando las
diferencias alli donde sea preciso.

Construccion del modelo: Sea F el conjunto de férmulas etiquetadas que apa-
recen en una rama abierta de la tabla seméntica de ¢, y ¥ el conjunto de etiquetas

que aparecen en dicha rama. Definimos un modelo
M= <W7 Rau Razv T Ram7v>

de la siguiente forma:
En primer lugar, creamos un mundo posible por cada etiqueta que aparezca
en la rama. Llamaremos s, al mundo posible correspondiente a la etiqueta o. Asi

pues:

W ={s,|oc € ¥}.

Las relaciones de accesibilidad entre mundos posibles las definimos del siguien-

te modo:

Al. Si T =o0.a;n, entonces s,R,,s..

A2. Sio:: K, a € F y aparece marcada con K., entonces s, R, 5,%.

A3. Segiin se trate del célculo T,,, S4,, o S5,,, cada relacién de accesibilidad
R,, es respectivamente: reflexiva; reflexiva y transitiva; reflexiva, simétrica

y transitiva.
Por dltimo, la funcién de evaluacién v se define como sigue:

Para toda variable proposicional p del lenguaje y cada mundo posible

Se € W, v(sys,p) =1si0::p€ F;en caso contrario, (v, s,)p = 0.

Antes de continuar, conviene destacar que esta forma de estipular las relaciones
de accesibilidad establece una relaciéon importante entre los conjuntos de etiquetas
y los mundos posibles a que dan lugar: digamos que una etiqueta 7 es a;-hereditaria
con respecto a o (lo que escribiremos 0 H,,7) si y solo si para toda formula K,,¢

tal que o :: K,,0 € F , 7t ¢ € F. Se cumple entonces el siguiente lema:

25En el calculo S5,, esta clausula es redundante, pues se sigue de 1 y 3.
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Lema 2.8.2. s,1R,,s; st y solo st cH,,T.

Demostracion:

De derecha a izquierda, partimos del supuesto de que o H,,7. Esto sblo puede

ser por:

i)

ii)

iii)

iv)

7 = o: La clausula A3 de la definicién de las relaciones de accesibilidad

garantiza que la relacion de accesibilidad es reflexiva, y por tanto s, Ry, s

7 = o.a;n: La clausula Al de la definicién de las relaciones de accesibilidad

garantiza que S,1%4, ;.

En S5,,, 0 = 7.a;n: La clausula Al de la definicién de las relaciones de
accesibilidad garantiza que s, R,,s,, v la clausula A3 R,, es simétrica, y por

tanto que s, R, 5.

En S4,, y S5, 7 :: ¢ € F como resultado de una serie de aplicaciones
sucesivas de las reglas de herencia sobre o :: K, ¢, y de una aplicacién
de la regla 3: Entonces hay una serie de etiquetas 6i,---,9d,, tales que
01 = 0.4;7,++ ,0m = Op_1.a4:k, 7 = Op.a;n. La clausula Al de la definicién
de las relaciones de accesibilidad garantiza que ss, Rq,;ss,,,, y la clausula A3

que la relacion de accesibilidad es transitiva. Por tanto, s, Ry, s

T 1 p € F como resultado de la aplicacién de la restriccion a la regla sobre
o I/(\'aigpz La clausula 2 de la definicién de las relaciones de accesibilidad

garantiza que S,1%4,5;.

De izquierda a derecha, supongamos que s, Ry, s;; esto sélo puede ser resultado

de la aplicacion de una de las tres clausulas que definen la relacién de accesibilidad:

i)

ii)

En aplicacion de la clausula Al, s, R, s, porque 7 = o.a;n: Por las reglas de
herencia, para toda férmula etiquetada o :: K,,¢, si 0 :: K, € F entonces

o.a; Ky € F 5 ypor laregla 3, 0.a; :: ¢ € F. Por consiguiente, 0 H,, 7.

En aplicaciéon de la clausula A2, s,R,,s; porque o :: IA(aia € F y aparece
marcada con K (7): Si se ha aplicado la restriccion a la regla 4 es porque 7
es un ascendiente epistémico de o respecto al agente a;. En este caso, toda
formula de la forma K, 5 tal que o :: K, € F es, o bien la misma K,,«,

y entonces 7 1 a € F, o bien una férmula resultante de la aplicacion de
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las reglas de herencia. En este tltimo caso, puesto que 7 es un ascendiente

epistémico de o con respecto al agente a;, 7 :: K,,8 € F, y por tanto también

que 7 :: § € F . Asi pues, para toda formula K,,3 tal que que o :: K, € F,

se cumple que que 7 :: § € F; y por tanto, 0 H,,T.

iii) s,Rq,s, por alguna de las propiedades especificadas en la clausula 3: En este

caso, basta darse cuenta de que la relacion de i-heredabilidad es reflexiva en

los tres sistemas, por la regla de K (Regla 3); transitiva en S4,, y S5,,, por
HKS4 y HKS5(a); y simétrica en S5,,, por HKS5(b).

Una vez construido este modelo, se demuestra que M, s; F ', Donde s; es el

mundo posible correspondiente a la primera etiqueta que aparece en la tabla. Para

ello, demostramos por induccién sobre el grado légico de la féormula el siguiente

lema:

Lema 2.8.3. 0 :: ¢ € F, entonces M, s, F ¢.

Demostracion:

La base es trivial: si ¢ es atomica: , v(s,, ) = 1, y por tanto M, s, F .

Como hipotesis de la induccion, partimos ahora de si el grado logico de ¢ es

menor o igual que n, M, s(0) F ¢ . Hay que demostrar que lo mismo vale cuando

el grado logico de ¢ es igual a n + 1:

1. p=—a:

a)

a es atomica: puesto que la rama es abierta, o :: a ¢ F, por lo que
v(sy, ) = 0; y por tanto M, s, ¥ « y, por evaluacion del negador,
M, s, F —a.

a = —f: por las reglas del célculo, o :: B € F, y por hipétesis de la

induccion, M, s, F (; luego, por evaluacion del negador, M, s, F ——f.

a = B A v: por las reglas del célculo, la rama abierta consta de dos
subramas, al menos una de las cuales es abierta, en las que aparecen
o 2y o 1 -y, respectivamente. Supongamos que la subrama en
la que aparece o :: = es abierta. Entonces, por hipotesis de la in-
duccion, M, s, E —f; luego, por evaluacion del negador, M,s,) ¥
y, por evaluacién del conjuntor, M,s, ¥ [ A ~. Por consiguiente,

M, sy E =(B A7), por evaluacion del negador.
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d) o = K,,: por las reglas del calculo, o : [A(ai—'B € F, y como se
demostraré en el punto 4, M, s, E I?ai_\ﬁ; luego, hay un s, € M tal que
SeRa;8: vy M,s; E =3, v por tanto M, s, ¥ 5. Asi pues M, s, ¥ K,,3,
y por tanto, M, s, F =K, (.

e) a = [?aiﬁz por las reglas del calculo, ¢ 1 K, -8 € F, y como se
demostrara en el punto 3, M,s, F K,,—3; luego, para todo s, € M
tal que s, R4, 8-, M,s; E =8, y por tanto no hay un s, € M tal que
soR,;s; para el cual M, s, F . Asi pues M, s, ¥ [?aiﬁ, y por tanto,
M, s, E =K, .

. w=aA fB: por las reglas del calculo, 0 :: a € F y ¢ :: § € F. Por hipétesis

de la induccion, M, s, E ay M, s, E 3; luego, por evaluaciéon del conjuntor,
M,s; EaNp.

. ¢ = K,,a: Para todo 7 € ¥ tal que o H;7, 7 :: a € F; y por hipétesis de la

induccion, M, s, E a. Pero por el lema 2.8.2, s, R,,s; siy sélo 0 H,, 7. Luego
M, s; E « para todo s, tal que s,R,,s;; y por tanto, por evaluacion de K,
M, s, E K4 o

~ ~

.o = Kya:si o K, € F entonces, por la regla 4, hay una etiqueta

o.a;n € X tal que 0.a;, : o € F y, por la clausula Al de la definicion de las
relaciones de accesibilidad, s,R,,Ss.q;n- Pero, por hipotesis de la induccion,

M, Sg.a:n E . Por tanto, por evaluacion de l?, M, s, E I?aia.

Una vez demostrado esto, el teorema 2.8.1 se sigue trivialmente: para cada

formulay € T, es claro que 1 :: ¢ € F (donde 1 es la primera etiqueta que

aparece en el arbol); y por el lema 2.8.3, M, s; F p. QED.

2.9.

Completud

Demostrar la completud del calculo de tablas seménticas que acabamos de

presentar es tanto como demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.9.1. Para formulas de LEP, si una formula ¢ tiene un modelo,

entonces su tabla semdntica tiene al menos una rama abierta.



2.9. COMPLETUD 93

Demostracion: se realiza por induccién sobre el grado logico de la formula.

Como en el apartado anterior, denominaremos F al conjunto de férmulas etique-

tadas que aparecen en una rama abierta de la tabla.

La base es trivial: si ¢ es atémica, la tabla semantica de ¢ consta de una sola

formula etiquetada, o :: ¢, y por tanto es abierta.

Partimos ahora de la hipotesis de que la afirmacioén es valida cuando el grado

logico de la formula es menor o igual que n, y hay que demostrar que es valido

cuando el grado léogico de ¢ =n + 1.

1. ¢ = o

a)

b)

a es atémica: como en la base, el drbol seméntico de ¢ consta de una

sola férmula etiquetada, y por tanto es abierto.

a =-f:s10c:-p €I, entonces o :: § € I', por las reglas del
calculo. Ahora bien, si M, s E —-—f, entonces M, s E 3, y por hipdtesis
de la induccién, la tabla seméntica de [ es abierta. Puesto que la tabla

seméantica de 3 es abierta, la de =—f también lo es.

a = B A: por las reglas del célculo, si o :: =(8 A7) € T la tabla
consta de dos ramas, una con o :: = y otra con o :: —=y. Asi pues, si
la tabla seméntica de una de estas dos es abierta, también lo es la de
o :: =(B A). Ahora bien, por evaluacion del negador y el conjuntor, si
M, s E —=(B8 A7), entonces M, s E =3 o M,sE —y (o ambas cosas). En
cada uno de los dos casos, por hipdtesis de la inducciéon, bien la tabla
seméntica de =3 es abierta, bien lo es la de =y (o bien ambos lo son).
En cualquiera de los dos casos, la tabla semantica de o :: =(8 A7) es

abierta.

a = K, B: por las reglas del calculo, si o :: =K, € F, entonces
oo I?ai—'ﬁ € F; pero, como se demostrard en el punto 4, si [?aigp
tiene un modelo, entonces su la tabla seméantica es abierta. asf pues, la
tabla seméantica de o :: I?ai—ﬂ es abierta, y por tanto la de o :: =K, 3

también lo es.
a = I?aiﬂ: por las reglas del célculo, si o :: ﬂl?alﬂ € F, entonces
o K,—B € F; pero, como se demostrara en el punto 3, si K, ¢

tiene un modelo, entonces su tabla seméntica es abierta. Asi pues, la
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tabla semantica de o :: K,,— es abierta, y por tanto la de o :: —JA(azﬂ

también lo es.

. = B A~: por las reglas del célculo, si 0 :: B A~y € F, entonces 0 :: § € F

y o = v € F. Por evaluacion del conjuntor, si M,s(o) E 5 A, entonces
M, s(o) E By M, s(o) E ~;y por hipotesis de la induccion, la tabla seméantica
de o :: B es abierta y la de o :: v también lo es. Ahora bien, si estos
dos tablas son abiertas, la tnica posibilidad de que la tabla seméntica de
o :: BNy sea cerrada es que haya una férmula atémica § procedente de 5y
una formula elemental —§ procedente de ~, o viceversa, tales que o :: § € F
y o :: =6 € F; pero entonces el modelo no puede satisfacer simultdneamente

a 0y ay. Luego la tabla de o :: 5 Ay es también abierta.

. ¢ = K, a: por las reglas del calculo, sio : K,,a e F,otae Fyra e F

para todo 7 € I" tal que 0 H,,7. Por hipétesis de la induccioén, si M, s F o, la
tabla semantica de « es abierta. Pero entonces la tabla semantica de o :: v es
abierta, y también lo es el de 7 :: « para cualquier férmula etiquetada 7 ::
que la regla de herencia nos obligue a introducir. Luego la tabla seméantica

de o :: K,,« es abierta.

L= I?aioz: por las reglas del calculo, si o :: I?aioz € F, entonces

o.a;n : a € F. Ahora bien, si M,s F I?aioz, entonces hay un ¢t € M tal
que sR,,t y M,t F «a, y por hipétesis de la induccién, la tabla seméantica
de « es abierta. Asi pues, la tabla seméntica de o.a;n :: « es abierta, y por

tanto la de o = IA(aia también lo es.



Capitulo 3

Loégica doxastica

3.1. El concepto de creencia

Ya mencionamos en los apartados 2.2 y 2.3 que el operador K puede interpre-
tarse en un sentido mas débil que supone rechazar el axioma de conocimiento y
que entendemos que capta el concepto intuitivo de creencia. Lo normal, en este
caso, es sustituir los operadores K y K por B y su dual B. Nos referimos ha-
bitualmente a esta logica como ldgica dozéstica (del griego doza, opinién) como
contrapuesta a la logica epistémica propiamente dicha; aunque con frecuencia se
usa este dltimo término genéricamente, englobando tanto al conocimiento como a
la creencia.

Para definir el lenguaje de esta logica doxastica proposicional (LDP), dados
como siempre un conjunto no vacio de variables proposicionales P y un conjunto
A de m agentes, no tenemos mas que sustituir la clausula 4 del apartado 2.2 por

la siguiente:
4. Si ¢ € LDP, By y Bap € LDP (para a; € A)

Tampoco respecto a los axiomas y reglas bésicos hay modificaciones esenciales:
se siguen admitiendo como axiomas basicos todas las tautologias de la l6gica pro-
posicional y el axioma de distribucion; ademas de las reglas de Modus Ponens y
Generalizacion del Conocimiento. Es en el axioma 3, como ya comentamos, donde
se produce una diferencia notable. Mientras hablabamos de conocimiento parecia
razonable postular que todo lo que alguien sabe es verdad; en caso contrario no
hablarfamos de conocimiento, sino precisamente de creencia. Tratando de esta 1l-

tima, por tanto, el axioma de verdad resulta manifiestamente excesivo, y debemos

95
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conformarnos con la exigencia mas débil de que las creencias de nuestros agentes
sean logicamente consistentes. Esto es, deberemos sustituir el axioma 3 por el més

débil:
D: =B, (p A —9).

Estos tres axiomas forman el sistema béasico de légica doxéastica proposicional,
conocido como K D,,. A ellos podemos afiadir los axiomas de introspeccion positiva
(A4) y negativa (A5) dando lugar respectivamente a los sistemas K D4,, y K D45,,.

Respecto a la seméantica, un modelo M se define igual que anteriormente como
una estructura M = (W, R,., -+ , Ry, v), donde W # () es un conjunto de indices
o mundos posibles {s,t,u, -}, R,, € W? (para a; € A) es ahora la relacion de
accesibilidad doxéstica y v : P x W +— {0,1} es una funcion de evaluacion que
asigna a cada variable proposicional un valor de verdad en cada mundo posible s.
La verdad de una formula ¢ en un mundo posible s de un modelo M (M, s E ¢) se
define como anteriormente, sustituyendo K por By K por B. La diferencia entre
operadores epistémicos y doxasticos radica, pues, no ya en su definicién, sino en
las propiedades de la relacion de accesibilidad. Asi pues, si el axioma 3 se cumple
en aquellos modelos en los que la relacién de accesibilidad es reflexiva, el axioma
D sélo exige que sea serial; esto es, que para todo s € M haya un t € M tal que
sR,,t.

Teorema 3.1.1. Sea M*¢ € M el conjunto de todos los modelos kripkeanos en

los que la relacion de accesibilidad es serial. Se cumple que:

Fare 7 Ba, (9 A ).

Demostracion: Sean M € M* y s € M tales que M,s E B, (¢ A —p).
Puesto que M es serial, hay un t € M tal que sR,t; y por evaluacion de B,
M,t E ¢ A —p. Por evaluacion de A, M,t E oy M,t E —p. Pero si M,t E -,
entonces M,t ¥ ¢, por evaluacién del negador, lo cual supone una contradic-
cion. Asi pues, M,s ¥ B, (¢ A —¢p); vy de nuevo por evaluacion del negador,
M, s E =Bg, (¢ N —p). QED.

Respecto al axioma de introspeccién positiva, ocurre lo que ya dijimos al hablar
del operador de conocimiento: es valido en todos los modelos kripkeanos en los
que la relacién de accesibilidad es transitiva. La demostracion es idéntica a la que

se hizo en aquel lugar, por lo que no resulta necesario repetirla.
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Si seguimos comparando con el operador K, dijimos entonces que el axioma
de introspeccién negativa era valido en aquellos modelos en los que la relacién de
accesibilidad era simétrica, ademés de transitiva. Aqui no podemos imponer esas
condiciones, ya que una relacion serial, simétrica y transitiva es también reflexiva,
y ya vimos que en un modelo donde la relacién es reflexiva se cumple el axioma
3, que es precisamente el que diferencia la l6gica epistémica de la doxastica. En
realidad, no necesitamos que la relacién de accesibilidad sea simétrica para que
sea valido el axioma 2, nos basta con que sea euclidea; esto es, con que se cumpla

que Vs, t,u (sRqt A sRq,u — tR,,u); lo que se demuestra a continuacion:

Teorema 3.1.2. Sea M°¢ € M el conjunto de todos los modelos kripkeanos en los

que la relacion de accesibilidad es euclidea. Se cumple que:
Fnpe 7 Baip — B, Ba, e

Demostracion: Sean M € M¢y s € M tales que M, s F =B,,¢. Por evalua-
cion del negador, hay algiun t € M tal que sR,,t y que M,t F —¢. Sea ahora un u
cualquiera tal que sR,,u. Como R, es euclidea se cumple que uR,,t, y por tanto
M,u¥ B, p, por lo que M,u E —B,,p, por evaluaciéon del negador. Pero u es una
alternativa doxastica cualquiera a s, por lo que M, u F B,,—~B,,¢. QED.

Estos dos teoremas, junto a los analogos a 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.4 para el concepto
de creencia, cuya demostracion es idéntica a la que se hizo en 2.4, demuestran
la correccion deK D,,, KD4,, y KD45,,. En cuanto a la completud, la prueba es

idéntica a la presentada en 2.5, por lo que no creemos necesario repetirla.

3.2. Tablas semanticas

Presentaremos ahora un método de tablas semanticas etiquetadas para logica
doxastica analogo al presentado en la seccién 2.6 para los distintos sistemas de
logica epistémica. Como en el caso anterior, presentaremos simultdneamente el
calculo para K D,,, KD4,,, y KD45,,. Para evitar tediosas repeticiones, nos limi-
taremos a presentar las reglas propias de los operadores doxasticos. Las reglas de
los functores proposicionales, que de nuevo reducimos a = y A, son las habituales.
El sistema de etiquetas es también el mismo que se presentd en la seccion 2.6, con

la salvedad de que ahora sustituimos el concepto de ascendiente epistémico de una
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etiqueta por el de ascendiente doxastico (respecto a un cierto agente), definido de
manera analoga a como se hizo entonces.

Las reglas del calculo son las siguientes:

REGLAS COMUNES:

1. Si la férmula etiquetada a marcar es o :: —a:

c) si o es By, f, se escribe o :: B,,—f al término de la rama,

d) si o es By, 3, se escribe o :: B,,—f al término de la rama.

En todos los casos anteriores la formula a la que se ha aplicado la regla

Se marca con —.

3. Sila féormula etiquetada a marcar es o :: By« se escribe o :: B,, o al término

de la rama y se marca con B.

4. Si la férmula etiquetada a marcar es o :: §aia se escribe o.a,n  « al
término de la rama (donde n es el primer entero positivo tal que o.a,,n es
nueva en la rama) y se marca con B\(J.am). Restricciéon: salvo que 7 1 «
aparezca en la rama y 7 sea un ascendiente doxastico respecto a a; de o, en

cuyo caso se da la regla por aplicada y se marca la formula con K (7).

REGLAS DE HERENCIA:

HBD: Si en una rama del arbol aparece una férmula etiquetada de la forma
ot By a, se escribe al término de la rama o.a;n :: a, para toda etiqueta

g.a;n que aparezca en la rama.

HBD4: Si en una rama del 4rbol aparece una férmula etiquetada de la forma
o 1 By, a, se escriben consecutivamente al término de la rama o.a;n :: B«

v g.a;n :: «, para toda etiqueta o.a;n que aparezca en la rama.
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HBD45:

a Si en una rama del arbol aparece una férmula etiquetada de la forma
o 1 DBy, se escriben consecutivamente al término de la rama
o.amn :: B,ay o.a;n i o, para toda etiqueta o.a;n que aparezca en

la rama.

b Si en una rama del arbol aparece una férmula etiquetada de la forma

o 1 B,,a, se escribe al término de la rama o.a;n 1 B,,«, para toda

etiqueta o.a;n que aparezca en la rama.

Como en el caso anterior, las reglas de herencia se aplicaran sélo si el consecuente
de las reglas no existe ya en la rama.

La restricciéon aplicada a la regla 4 tiene la misma justificaciéon que la aplicada
en el caso de los operadores epistémicos y en este caso resulta aiin mas importante,
va que sin ella incluso la férmula B,,« genera una tabla infinita, como se puede
comprobar con facilidad. Las pruebas de correccién y completud de este célculo
son idénticas a las del calculo correspondiente para logica epistémica, salvo que

en las pruebas por induccioén, la regla del operador B remite a la del operador B.

3.3. Saber y creer combinados

Hemos estado tratando la interpretacion del operador epistémico en el sentido
més débil de creencia, en cuyo caso escribiamos B en lugar de K; pero puede
parecer razonable, y asi lo hacemos en el lenguaje ordinario, combinar ambos
operadores dando lugar a una logica epistémico-doxéastica (LEDP). La sintaxis
de este nuevo lenguaje resulta extraordinariamente féacil, s6lo tenemos que ampliar

las reglas de formacion de férmulas del apartado 2.2 de la siguiente forma:
4. i € LEDP, Ko0, Ko,0, Ba,p y Bap € LEDP (para a; € A).

La seméantica de esta légica, por el contrario, requiere una modificacién mas
sustancial. Para empezar, necesitamos distinguir entre las relaciones de accesibili-
dad epistémicas y la doxasticas, a las que denominaremos respectivamente £ y D.
De manera que ahora, dado un conjunto A de m agentes, diremos que un modelo

M es una estructura
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M=(W,E,, - E,,,Ds, - D,,,v) (para a; € A).

am s

Como anteriormente, E,, C W? (para a; € A) es una relacion binaria de en-
tre mundos posibles que representa la nocién intuitiva de accesibilidad epistémica
desde un mundo posible a otro para un sujeto dado a;. Respecto a la relacién de
accesibilidad doxastica, por el contrario, parece necesario imponer alguna restric-
cion: es razonable suponer que, puesto que la nocién de creencia es més débil que
la de conocimiento, toda alternativa doxéstica ha de ser también una alternativa
epistémica (o lo que es igual, si a sabe que ¢, entonces a cree que ). Si aceptamos
esto, debemos restringir la definicién de D de forma que ya no baste con exigir
que D,, € W2, sino mas bien D,, C E,, C W2 De esta forma se garantiza que
si a sabe que ¢, entonces ¢ es verdadero no sélo en todos los mundos posibles
compatibles con lo que a sabe, sino también en aquellos compatibles con lo que
a cree. La funcion de evaluaciéon v y la verdad de una férmula ¢ en un mundo
posible s de un modelo M (M, s E ¢) se definen como anteriormente.

Como vimos respecto al conocimiento y la creencia, las propiedades de las res-
pectivas relaciones de accesibilidad determinaran qué axiomas son validos respecto
a cada uno de estos operadores. Aunque lo comun es suponer las mismas propieda-
des para ambas relaciones, no hay en principio inconveniente en usar, por ejemplo,
un operador doxéstico con las propiedades de K D4,, y un operador epistémico con
las de §5,,. Tenemos, pues, nueve sistemas posibles de légica epistémico-doxéastica
(salvo que decidamos anadir una propiedad que mencionaremos a continuacion).

Estos sistemas son:

Tn+ KDy,

T, + KD4,,
T, + KD45,,
S4y + KDy,
S4,, + KD4,,
S4,, + KD45,,
S5 + KDy,
S5, + KD4,,
Sb,, + K D45,

En cuanto a la axiomatizacion, los esquemas de axioma y las reglas necesarios
para axiomatizar completamente LFE D P, suponiendo S5, para el operador K y

K D45, para el operador B, son los que se muestran en el cuadro 3.3.
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A1 Todas las tautologias de la logica proposicional.
A2 (Koo Ao, (9 = 9) = Kot

A3 Kyp—

A4 K, p — K, K, p

A5 - K, p— K, ~K, @

A6 (Bup A By, (¢ = 1)) = Bui

AT =B, (¢ N —9)

A8 B, p — By, B,

A9 B, p = By, —B,,

A10 K, ¢ — Byp

o=
R1 —%

Cuadro 3.3

Los axiomas 2-5 son los propios del sistema S5, de logica epistémica, mientras
que los axiomas 6-9 son los propios de K D45,, para la loégica doxastica; de manera
que el tnico axioma especifico de LEDP es A10!, que recoge la relaciéon entre
operadores epistémicos y doxéasticos: resulta del hecho de que toda alternativa
doxéstica es también una alternativa epistémica (esto es, D,, C E,.), lo que se

demuestra a continuacion.

'Hitikka (Hintikka, J. (1962), sec. 3.7) ofrece una version algo diferente, aunque expresada en
otros términos. Expresada como esquema de axioma su condiciéon C.KB seria: K, — By, Kq, 9,
que depende del hecho de que D,, C E,, y de que F,, es transitiva. Es, por tanto, mas fuerte
que A10. El sistema axioméatico de Kraus y Lehmann, por su parte, consta de los axiomas A2,
A3, A5, A6, A7, A10y K4, = Bo, Ko, .
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Teorema 3.3.1. Sea M! el conjunto de todos los modelos tales que
D, CE, CW. se cumple que:

Eyr Koo = By,

Demostracién: suponemos que M, s F K, o para algin M € M! y para
algtn s € M (recordemos que usamos s € M para abreviar s € W de la estructura
M). Supongamos ahora un t € M tal que sD,,t. Puesto que D,, C E,, se
cumple que sE,,t; y por evaluacion de K, que M, t E . Pero, puesto que ¢ es una
alternativa doxéastica cualquiera a s, esto significa que M, s F B,, ¢, por evaluacion
de B. QED.

A este axioma especifico algunos? anaden el siguiente:
All: B, — Ko, B, 0.

Hintikka rechaza esta propuesta por la siguiente razon: el axioma 11,
al que él llama condicion C.bbTep, significa que si M,s F By p, entonces
M.t E B,,p, para todo t € M tal que sE,,t . Esto es, las creencias de un su-
jeto se mantienen constantes a lo largo de todas las alternativas epistémicas. Sin
embargo, es pensable una alternativa epistémica en la que el agente pueda tener
mas conocimientos de los que actualmente tiene, y que ello le obligue a renunciar
a alguna de sus creencias, pero esto es exactamente lo que A1l prohibe. De hecho,
la formula B, A IA(ai B,,—p es contradictoria con el axioma 11.

En cualquier caso, este axioma es valido en todos los modelos en que las rela-
ciones F,, v D,, cumplen la siguiente propiedad, que podemos llamar intertran-
sitividad:

Definicion 3.3.2. Un modelo kripkeano M es intertransitivo syss para todo

s,t,u € W de la estructura M, si sE,,t y tD,,u, entonces sD,,u.

Teorema 3.3.3. Sea M™ el conjunto de todos los modelos kripkeanos de inter-

transitivos, se cumple que:

':Jwit Baigp — KaiBaigo

2Por ejemplo, Ditmarsch, H. van y Verbrugge, R. (2003c).
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Demostracién: partimos del supuesto de que M, s F B, o, para M € M y
s € M. Sean t y u cualesquiera tales que sE, t y tD,u. Por intertransitividad,
sDgy,u; y por evaluacion de B, M,u F ¢. como esto ocurre para cualquier alter-
nativa doxéastica a ¢ con respecto al agente a;, M,t F B,,¢; y como, a su vez, t es
una alternativa epistémica cualquiera a s respecto al agente a;, M, s F K,, B, .
QED.

Asi pues, si queremos trabajar con S5, respecto a los operadores epistémicos y
K D45, respecto a los doxésticos, tendremos que usar los esquemas de axioma 1-10
y las reglas 1-3. Si queremos que los operadores doxasticos respondan a K D4,,,
deberemos eliminar el axioma 9; y lo mismo deberemos hacer con el axioma 5
si queremos que K responda a S4. Para bajar atin mas el nivel a KD,, y T},
tendremos que eliminar, respectivamente, A8 y A4. a todas estas combinaciones
podemos anadir el ya citado, aunque controvertido, axioma 11, con lo que los
nueve sistemas mencionados se convierten en dieciocho. La prueba de correcciéon
de estos sistemas se obtiene inmediatamente del teorema 3.3.1 (y de 3.3.3, si
deseamos anadir el axioma 11) junto a los ya conocidos para logica epistémica y
para logica doxastica. La prueba de completud es, una vez mas, idéntica a la de
2.5.

3.4. El creyente perfecto

Un resultado considerado indeseable de la adopcién del sistema S5, para la
nocion de conocimiento, al combinarse con el axioma A10, es que la siguiente

proposicion resulta ser valida:
Bo, Koo — Ko 0.

Intuitivamente, esto significa que un agente no puede equivocarse cuando cree
saber algo. Por esta razon, este resultado se conoce como la paradoja del creyente?

perfecto. La derivacién es como sigue:

3La palabra creyente no es una traduccion afortunada del inglés belicver; ya que en espafiol
alude siempre a una creencia religiosa. Si lo usamos es tan s6lo porque no se nos ocurre una
traduccion mejor.
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1. K, —Kuo — By~ Ky Al0: =K, 0/¢
2. By, — By AT+LP

3. By, K@ — By, Ky 2: /=Ky

4. Kg o — Ko~ Kg, 0 A5
9. Ky — By~ K, Sil. Hip. 4,1
6. K, — By, K, Sil. Hip. 5,3
7. By, Kg,p— K Contr. 6

En realidad, no se trata de una verdadera paradoja (no al menos en el sentido
de la paradoja de Russell y similares), aunque si que se trata de una conclusion
contraintuitiva. En realidad, no deberia resultarnos extrano si recordamos que
S5,, es un sistema en el que si un agente sabe algo, sabe que lo sabe; y si no sabe
algo, también sabe que no lo sabe; de forma que no queda espacio para que un
agente crea saber algo que no sabe realmente.

Asi pues, si no queremos aceptar este resultado contraintuitivo, parece que
la opciéon mas natural serfa sustituir 55, por un sistema més débil. Algunas
sugerencias sobre sistemas méas débiles que S5, pero més fuertes que S4,, pueden
verse en 2.3.

Sin embargo, no es esta la tnica opcién. Hemos visto que la demostracion
depende esencialmente de los axiomas A10 y A7, ademas de A5; asi pues, podemos
optar por sustituir cualquiera de los otros dos para evitar la conclusién indeseada.

La opcion seguida por Voorbraak® es sustituir el esquema de axioma A10 por

los dos siguientes:
Bai(p - KaiBaigp
Ba, o — Ba, K, .

Esta propuesta abandona la idea intuitiva, fuertemente anclada en la tradi-
cion filoséfica, de que todo el que sabe algo también lo cree. Sin embargo, no
resulta imposible de defender si recordamos que el axioma A2 exige que el agente
sea “logicamente omnisciente”, y por tanto no podemos considerar que estamos
usando el término saber en el sentido ordinario de “ser consciente de”. Esto hace

4Voorbraak, F. (1992).
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més verosimil que alguien pueda saber algo (aunque no necesariamente de forma
consciente) pero no creerlo.

Cabe mencionar, aunque sélo sea de pasada, que ain cabe una tercera opcion:
el tercer axioma implicado en la derivacion de la llamada paradoja del perfecto
creyente es A7, en su forma B, ¢ — —B,,~p. Asi pues, una forma de evitar esta
consecuencia indeseada es renunciar a A7 y permitir By, A B,,—¢.

Naturalmente, B,,¢ A B,,—~¢ da lugar, por factorizacion, a B, (¢ A —p);
que es una consecuencia aun méas indeseable, puesto que parece aceptado
que no se puede creer una contradiccion. Con todo, se puede evitar tam-
bién esta consecuencia indeseable renunciando al principio de factorizacién
Ba, o N Bo,b — By, (¢ A ), con lo que la logica epistémica dejarfa de ser una
logica modal normal. Esta es, al parecer, la posicién actual de R. Barcan Mar-

cus®.

3.5. Tablas semanticas

Proponer un método de tablas seméanticas para esta logica epistémico-doxasti-
ca requiere poco mas que modificar las reglas de herencia y combinar el resto de las
reglas ya presentadas para la ldgica epistémica y la doxéstica; aunque previamente
es necesario hacer algunas adaptaciones formales.

Para empezar, hay que modificar el sistema de etiquetas para indicar si el
mundo posible al que corresponde cada una de ellas es una alternativa epistémica

o doxastica. El concepto de etiqueta queda ahora definido por las siguientes reglas:

a) 1 es una etiqueta.

b) Si o es una etiqueta, 0.Fa;n y 0.Da;n también lo son (para algin n > 1y

para a; € A).

Los conceptos de ascendiente epistémico y doxastico respecto a un agente dado a;
de una etiqueta deben ser reformulados teniendo en cuenta la nueva forma de las
etiquetas, pero ademas, puesto que hemos estipulado que D,, C E,,, nos vemos
obligados a modificar el concepto de ascendiente epistémico de una etiqueta de la

siguiente forma:

a) o es un ascendiente epistémico de o respecto a cualquier agente.

5Asf al menos lo afirma Gochet, P y Gribomont, P. (2006).
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b) 0.Xa;n es un ascendiente epistémico respecto a a; de 0.Xa;n.Xa;m syss a; =

a; (donde X puede ser indistintamente £ o D).

c) Si o es un ascendiente epistémico de 7 respecto a a; y 7 lo es de k, entonces o

es un ascendiente epistémico de k.

Este serfa ahora un ejemplo de una serie de etiquetas, cada una de las cuales es

un ascendiente epistémico de todas las que le siguen:

1.Ea13 1.Ea13.Da11 1.Ea13.Da11.Ea15

El concepto de ascendiente doxastico de una etiqueta (respecto a un agente a;)
queda definido como anteriormente, con el correspondiente cambio de notacién.
Esto exige, en concreto, especificar que en una cadena de etiquetas cada una de
las cuales constituye un ascendiente doxastico respecto a a; de las anteriores, cada

nuevo eslabon es de tipo doxastico (esto es, comienza con la letra D):
a) o.Da;n es un ascendiente doxastico de o.Da;n respecto a cualquier agente.
b) 0.Da;n es un ascendiente doxéstico respecto a a; de 0.Da;n.Da;m syss a; = a;.

c) Si o es un ascendiente doxastico de 7 respecto a a; y 7 lo es de k entonces o

es un ascendiente doxéastico de k.

En cuanto a las reglas de construcciéon de la tabla, ya hemos dicho que las que
denominamos reglas comunes no necesitan ninguna modificacién, salvo en lo rela-
tivo a la notacion de las etiquetas. Esta modificacién consiste meramente en que
si la formula etiquetada a marcar es o :: IA(aiga, tendremos que escribir al final
de la rama o.Fa;n :: ¢; y si la formula a marcar es es o :: Eaicp, tendremos que
escribir es 0. Da;n :: .

Las reglas correspondientes a los operadores epistémicos deben ser modificadas
para ajustarlas al hecho de que las alternativas doxasticas son también epistémi-

cas. Quedan redactadas de la siguiente forma:

HKT: Si en una rama de la tabla aparece una férmula etiquetada de la forma
ot K, a, se escriben al término de la rama o.Fa;n :: o, y 0.Da;n :: o para

todas las etiquetas o.Fa;n y o.Da;n que aparezcan en la rama.
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HKS4: Si en una rama de la tabla aparece una féormula etiquetada de la forma
o it K,,a, se escriben al término de larama o.Fa;n 1 Ky,a, y 0.Dan = Ky«

para todas las etiquetas o.Fa;n y 0.Da;n que aparezcan en la rama.

HKS5:

a) Si en una rama de la tabla aparece una formula etiquetada de la for-
ma o :: K, o, se escriben al término de la rama o.EFan @ Ky o, y
o.Da;n :: K, o para todas las etiquetas o.Ea;n y 0.Da;n que aparez-

can en la rama.

b) Si en una rama de la tabla aparece una formula etiquetada de la forma
o.Ean :: Koo 0 0.Dan :: K, o, se escribe 0 :: K, al término de la

rama.

Como en los casos anteriores, estas reglas solo se aplican si la formula que en cada
caso tendriamos que escribir no existe ya en la rama.

Tenemos pues una regla de herencia para cada sistema de logica epistémica
y otra para cada sistema de logica doxastica. La combinacién correspondiente a
cada uno de los nueve sistemas posibles de légica epistémico-doxastica se logra
simplemente eligiendo la regla adecuada de cada uno de ellos.

En cuanto a las reglas de herencia correspondientes a los operadores doxasticos,
quedan sin modificar, salvo los cambios oportunos en la notacién de las etiquetas,
a menos que queramos aceptar el axioma 11 (y la correspondiente relacion de

intertransitividad); en cuyo caso hay que anadir la siguiente:

HBK: Si en una rama de la tabla aparece una férmula etiquetada de la forma
o 1 B,,a, se escribe al término de la rama o.Fa;n 1 B,,«, para toda etiqueta

o.Fa;n que aparezca en la rama.

Las pruebas de correccién y completud de este método de tablas son, nuevamen-
te, idénticas a las presentadas para logica epistémica, salvo por la diferencia ya

mencionada para el operador B.

3.6. Un caso a modo de ejemplo

A modo de ejemplo, demostraremos la paradoja del perfecto creyente. Esto es,

mostraremos que la tabla semantica de la negaciéon de B, K,p — K,p es cerrada
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Cuadro 3.1: B,K,p A I?a_'p

1) 1:B,KpAKe—p o (asuncion)

2) 1= BaKap‘ B (de 1)
3) 1= Kyp R(1.Eal) (de 1)
_ |
4) 12 BuKap  p1.pa) (de 2)
5) 1.Dal : Ka‘p K (de 4)
6) 1.Dal ::‘p (de 5)
7 1:Kgpp K | (HKS5b de 5)
8) 1: p‘ (de7)
9) 1.Eal: Lp (de 3)
10) 1.Fal :: K.p ‘K (HKS5a de 7)

|
11) 1.Eal :p (de 10)

|
®

cuando se utilizan las reglas de herencia de S5,,, en la versiéon correspondiente a

este calculo epistémico doxastico. Esta tabla se muestra en el cuadro 3.1.



Capitulo 4

Loégica epistémica de primer orden

4.1. Sintaxis

Trataremos ahora el que quizé sea el asunto que més discusiones ha suscitado
en relaciéon con las 16gicas modales, y no sélo con la epistémica, que es la extension
de esta logica con simbolos de predicados y cuantificadores para definir una logica
epistémica de primer orden. La razén de que esta extension haya sido tan discutida
es que da lugar a problemas que han resultado centrales en la filosofia de la logica
del dltimo medio siglo. Estos problemas son esencialmente dos: el fallo de las reglas
de generalizacion existencial y de sustituibilidad de la identidad; aunque también
ha jugado un papel relevante el problema de identificar a los individuos a través de
los distintos mundos posibles. Ya se ha hecho alguna mencién de pasada a alguno
de estos problemas, y volveran a discutirse con detalle cuando llegue la ocasién.
Por el momento, es necesario detenerse en cuestiones de indole mas técnico antes
de poderlas tomar en consideracion,

Para empezar, necesitamos definir el lenguaje de una logica epistémica de pri-
mer orden, al que denominaremos LFE PO. Por razones de simplicidad, no introdu-
ciremos por el momento términos de funcién ni identidad, ambos seran tratados
més adelante. Por supuesto, es fécil reconstruir lo que aqui se dice introduciendo
términos de funcion, pero eso anadiria complicaciones innecesarias en este primer
acercamiento.

Hemos de decir también que no consideraremos por ahora la cuantificacién
sobre los agentes de conocimiento, por lo que se entendera que los cuantificadores

no afectan a los subindices de los operadores epistémicos. Por supuesto, puede ser

69
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interesante formalizar expresiones como “todo el mundo sabe que ¢”, pero eso se
tratard cuando introduzcamos nociones de conocimiento de grupos. también es
claro que los agentes de conocimiento pueden a su vez formar parte del dominio
de cada mundo posible, y que podemos por tanto predicar sobre ellos como sobre
un objeto mas, pero este es un asunto trivial que no merece méas consideracion.

Las reglas de formacién de formulas son pues las siguientes:

Sean P un conjunto de constantes predicativas (cuando no se deduzca del con-
texto, indicaremos con un superindice la aridad de cada constante), T'= CUV un
conjunto de términos de individuo, donde C' es un conjunto numerable (posible-
mente infinito) de constantes individuales a, b, ¢ (eventualmente con subindices)
y V es un conjunto numerable (posiblemente infinito) de variables individuales
x,y,z (también eventualmente con subindices); y sea A un conjunto de agentes.

LEPO es el conjunto mas pequeno que cumple:
1. SiP"e€Pyty,--,t, €T, entonces P*(ty,--- ,t,) € LEPO
2. Sip € LEPO, entonces ~p € LEPO
3. Sip, € LEPO, entonces p AN, oV 1h,po = € LEPO
4. Si p € LEPO y x € V, entonces Vxp, Jxp € LEPO

5. Si ¢ € LEPO, entonces K,,¢, K,,pp € LEPO (parai € A)

Es interesante destacar que las reglas de formaciéon de féormulas que hemos pre-
sentado permiten que un cuantificador caiga bajo el alcance de un operador epis-
témico. Aunque esto ha sido bastante discutido, especialmente por Quine!, parece
un uso bastante natural y comun en el lenguaje ordinario. Pensemos por ejemplo

en la siguiente pareja de expresiones:
(1) 32K, P (x,a)
(2) K4, 3xP (x,a)

Supongamos que a designa a la Republica Francesa, la traduccion directa de

estas expresiones serfa:

L Aunque no especificamente en relacién con las modalidades epistémicas. Por ejemplo, en
Quine, W. V. (1956).
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(3) Hay alguien de quien a; sabe que es el presidente de la Republica Francesa
(4) a; sabe que hay alguien que es el presidente de la Reptublica Francesa
Pero es evidente que una traduccion mas natural seria:

(3’) a; sabe quién es el presidente de la Republica Francesa

(47) a; sabe que hay un presidente de la Republica Francesa (i.e.: i sabe que

Francia es una republica)

Esto es, permitir que los cuantificadores caigan dentro del alcance de los ope-
radores modales permite expresar de manera bastante natural la diferencia entre
“saber quién” y “saber que”. Aunque ya veremos que, segin como se construyan

los modelos, estas expresiones podrian resultar equivalentes.

4.2. De dicto y de re

La diferencia entre las oraciones (1) y (2) del apartado anterior se correspon-
de ademés con lo que los l6gicos medievales llamaron “modalidades de dicto” y
“modalidades de re”. Efectivamente, cuando decimos por ejemplo que todos los
hombres son, necesariamente, mortales; podemos estar diciendo dos cosas: (a)
que es necesariamente verdadero que todos los hombres son mortales, o bien (b)
que todos los hombres son tales que son necesariamente mortales. En el primer
caso, la modalidad se atribuye a la proposicién completa “todos los hombres son
mortales”; en el segundo, la necesidad se atribuye a la posesiéon de una propiedad,
la mortalidad, por cada hombre. De ahi que se llame a las primeras “modalida-
des tomadas de dicto” y a las segundas “modalidades tomadas de re”. Como era
de esperar, esta distincién se aplica sin méas a las modalidades epistémicas; asi,
mientras que K, Vrp(x) expresa una modalidad de dicto, Vo K,,¢(z) la expresa
de re.

Todo pareceria indicar que se trata meramente de una diferencia de alcance.
Asi lo interpretan Hughes y Cresswell; quienes, sin pretension de analizar las
diferencias entre el uso medieval y el moderno de esta distincién, definen las

modalidades de dicto y de re como sigue:
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Una fbf, a;, que contenga un operador modal (L o M) se dird que
expresa una modalidad de re SI el &mbito de algin operador modal
de ella contiene alguna aparicién libre de una variable individual; de

lo contrario se dira que a expresa una modalidad de dicto®.

El problema de esta interpretaciéon es que no dice nada sobre los términos de
individuo; pero es obvio que respecto a ellos la modalidad también puede ser
usada de dicto o de re. Parafraseando un ejemplo de Quine, supongamos que ¢
designa el nimero de los planetas; y supongamos también un agente ¢ que atn
no se ha enterado de la reciente decision de los astronomos de degradar a Pluton
de su condiciéon de planeta (quedando asi su namero reducido a ocho). Resulta

verdad entonces lo siguiente:
(5) a; no sabe que el namero de planetas es par
que formalmente expresamos:
(6)~ Ko, P(t)
pero (5) puede significar dos cosas:
(7) del namero de planetas (i.e., ocho), a; no sabe que es par
o bien
(8) a; no sabe que el namero de planetas (sea cual sea éste) es par.

Como puede verse, la diferencia entre (7) y (8) es mas que notable. Proba-
blemente, hay poca gente que ignore que ocho es par; pero puede haber muchas
personas que ignoren que el ntmero de planetas es ocho (y por tanto par). La
diferencia es una vez mas la que se da entre modalidades de re y de dicto.

El problema es: jcémo podemos expresar esta diferencia de significado en una
formula como (6)7 Ya veremos que no nos va a hacer demasiada falta, puesto
que entenderemos las constantes individuales como designadores rigidos. Pero es
necesario entender adecuadamente esta cuestion antes de continuar avanzando.
Para ello, y aunque no lo hemos introducido en nuestro formalismo, podemos

hacer uso provisionalmente de la abstraccién de predicados.

2Hughes, G. E. y Cresswell, M. J. (1968). La expresién SI es abreviatura de “si y sélo si”.
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Es conocido que podemos obtener un nuevo predicado a partir de una férmula
usando el operador lambda (). Dada una formula ¢, (Azp(x)) designa al conjunto
de los z tales que p(z). De esta forma, podemos reescribir P(t) como (AzP(x)) ().
Las dos interpretaciones posibles de (6) dependen ahora del alcance mutuo del

operador A y el operador K; de modo que

(9) (Az—K,, P(x)) ()

(10) =K, Az P(2)) (1)

son ahora las formalizaciones adecuadas para (7) y (8). La primera de ellas, (9),
contiene la aparicién libre de una variable bajo el alcance de un operador episté-
mico; y expresa por tanto una modalidad de re. Esto es, es del objeto designado
por la expresion “el nimero de planetas” del que ¢ no sabe que es par. En la for-
mula (10), por el contrario, no aparece ninguna variable libre bajo el alcance del
operador K. Es sobre la expresiéon completa “el niimero de planetas es par” sobre

lo que versa la ignorancia de a;; y la modalidad es por tanto de dicto.

4.3. Designadores rigidos

Aqui es donde intervienen los que Kripke * denominé “designadores rigidos™.
Un designador rigido es aquel que designa al mismo objeto en todos los mundos
posibles®. Si decimos, por ejemplo, que Barack Obama podria no haber ganado
las elecciones, estamos considerando un mundo posible en el que el sujeto llamado
(en el mundo real) “Barack Obama” no seria presidente de los Estados Unidos
de América. El nombre propio empleado en la expresién no cambia él mismo su

denotacién cuando cambiamos de un mundo posible a otro, aunque la persona

3Kripke, S.A. (1986).

4Un analisis interesante de los problemas aqui planteados se encuentra en Priest, G (2002).

5En realidad, cabe distinguir entre designadores rigidos y designadores localmente rigidos.
Los primeros son aquellos que designan al mismo objeto en todos los mundos posibles de un
modelo dado. Los segundos, s6lo en todos los mundos accesibles entre si; es decir, si sRq,t,
entonces t designa al mismo objeto en s y en t. Ambos conceptos son distintos, pero definen la
misma logica en un sentido preciso: si ¢ es una formula en la que ocurre el término (sin variables
libres) t, entonces ¢ es valida en todos los modelos en los que ¢ es rigido syss ¢ es valida en
todos los modelos en que ¢ es localmente rigido.
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designada por él si que tiene distintas propiedades en los distintos mundos. El
término individual aparece usado, pues, como un designador rigido.

Kripke es de la opinién de que los nombres propios funcionan como desig-
nadores rigidos cuando interpretamos las modalidades aléticamente. Se trata de
términos cuya referencia se fija por procedimientos arbitrarios, al contrario que
los términos de funcién o las descripciones definidas, y que no cambia cuando
transitamos de un mundo posible a otro®.

Hay que destacar, sin embargo, que un término puede ser rigido bajo ciertas
modalidades y no-rigido bajo otras. Por ejemplo, el menor nimero perfecto es
necesariamente seis, pero la mayor parte de la gente probablemente no lo sabe;
asi pues, la descripcién definida “el menor niimero perfecto” puede funcionar como
designador rigido bajo una modalidad alética, pero no bajo una modalidad episté-
mica. A Fitting y Mendelsohn les parece dificil incluso saber si hay designadores
rigidos en contextos epistémicos”.

Aunque no es nuestra intenciéon dilucidar el uso de los designadores rigidos en
lenguajes naturales, parece ser una cuestion fuertemente dependiente del contex-
to y de la intencién de los hablantes. Cuando usamos términos de individuo en
contextos modales necesitamos referirnos a ellos bajo el supuesto de que tuvieran
(o no tuvieran) propiedades que realmente no tienen (o tienen). La forma méas
natural de hacerlo parece el uso del nombre propio, que en general no designa
por medio de una propiedad concreta; pero el hablante esta perfectamente legiti-
mado para elegir otro término siembre que su mensaje resulte comprensible. Asi,
siguiendo con el ejemplo anterior, un hablante podria decir “el presidente de los
Estados Unidos podria no haber ganado las elecciones”, y nadie entenderia que
se esté sugiriendo que ha dado un golpe de estado. De forma algo extrana, pero
comprensible, se estd usando la descripcion definida “el presidente de los Estados
Unidos” como designador rigido para designar al individuo Barack Obama en un
mundo posible en que, precisamente, no es el presidente de los Estados Unidos.
Nada que objetar.

Sea 0 no este el uso habitual en los lenguajes naturales, nosotros desde luego
estamos perfectamente legitimados para introducir designadores rigidos en nuestro

lenguaje formal; y las constantes son sin duda el elemento més adecuado para ello.

6Llega a afirmar que un simbolo que no sea un designador rigido ‘es tan diferente de los
nombres del lenguaje ordinario que no deberia llamarse un “nombre” ’. Ibid. Nota 5.
"Fitting, M. y Mendelsohn, R. L. (1988), p. 219
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Asi pues, entenderemos que la funcion de evaluacion v asigna el mismo individuo
del dominio a cada constante individual en cada mundo posible del modelo en
cuestion, exista o no ese individuo en ese mundo posible®, que es una cuestion que
se tratara més adelante.

Mencionamos antes que el uso de las constantes individuales como designa-
dores rigidos soluciona el problema de distinguir entre el uso de re y de dicto
de la modalidad, por lo que hace a estas constantes. Y es que efectivamente, si
denominamos M al conjunto de modelos en los que el término ¢ aparece usado

como designador rigido, se cumple que
Fae (AxK,, P(1)) (c) + K,, (\xP(x)) (c)?,

lo cual significa que los designadores rigidos se caracterizan porque respecto ellos

no puede hacerse la distincion de re/de dicto.

4.4. Dominio constante y dominios variables

En buena medida, la seméantica de una logica epistémica de primer orden es
una combinacién de la habitual en primer orden con la que hemos presentado para
la légica epistémica. No obstante, la existencia de mundos posibles alternativos
al, digamos, mundo real, exige adoptar ciertos compromisos, incluso ontolégicos,
sobre los individuos que existen en cada uno de estos mundos.

Una posibilidad es admitir un dominio tinico comtn a todos los mundos po-
sibles de un modelo dado; con lo cual pueden variar las propiedades que los in-
dividuos tienen en un mundo respecto a las que tienen en otro, asi como las
relaciones que mantienen con otros individuos del dominio, pero no los individuos
propiamente dichos, que son los mismos en todos los mundos.

Este tipo de semanticas es mas simple técnicamente y resulta adecuada para

formalizar ciertas situaciones, como mencionaremos mas adelante. No obstante,

8Fagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y Vardy, M.Y. (1995) hacen exactamente lo contrario.
Para cada modelo M y cada mundo s introducen una funcién de evaluacion V que asigna a
cada variable individual el mismo significado en todos los mundos posibles, y a cada constante
individual un significado que puede ser distinto en cada mundo posible.

9Puesto que no introducimos el operador lambda en nuestro lenguaje formal, sino que lo
usamos simplemente con propdésitos expositivos, no ofreceremos prueba de esta proposicion. el
lector interesado puede encontrarla en Fitting, M. y Mendelsohn, R. L. (1988), pp. 212 y ss.
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hay un gran ntmero de situaciones en que la suposiciéon de que todos los mun-
dos posibles contienen los mismos individuos resulta totalmente inadecuada. Por
ejemplo, resulta natural decir de alguien que no sabe que Napoleon existio (de-
jemos de lado por ahora el elemento temporal, ya veremos como se formaliza la
existencia), lo cual significa que hay un mundo posible compatible con lo que el
sujeto en cuestion sabe en el que el individuo designado por el término Napoledn,
no existe. En sentido contrario, hay muchos ninos que creen en la existencia de los
Reyes Magos. Si aceptamos, solo hipotéticamente, que los Reyes Magos no existen
en el mundo real, entonces debe haber un mundo posible compatible con lo que
cada uno de estos ninos cree cuyo dominio contiene mas individuos que el mundo
real; a saber, Melchor, Gaspar y Baltasar.

Hablaremos de seméntica de dominio constante para referirnos a aquella en que
el dominio es comun a todos los mundos posibles del modelo, y de seméantica de
dominios variables para este tiltimo tipo, en que los individuos existentes pueden
variar de un mundo a otro.

En el caso de los dominios variables, podemos imponer la restricciéon de que
el dominio de cada alternativa epistémica contenga al menos los mismos indivi-
duos que el del mundo desde el que es accesible. Esto es, si denominamos D(s) al
dominio del mundo s y D(¢) al del mundo t; si sR,,t, entonces D(s) C D(¢). Ha-
blaremos en este caso de dominios crecientes o monétonos. En el caso contrario, si
sRg,t, entonces D(t) C D(s), hablamos de dominios decrecientes o antimonétonos.
Ya veremos que segiin que optemos por una u otra de estas opciones obtendre-
mos sistemas con diferentes formulas validas; la férmula Barcan, por ejemplo, es
valida en todos los modelos variables con dominios antimondtonos, y su conversa
en los modelos con dominios monoétonos. Por supuesto, ambas son validas en los
dominios de modelo constante.

Cuando queramos distinguir entre los distintos sistemas de logica epistémica,
denominaremos C'S a la extensiéon a primer orden del correspondiente sistema
S con dominio constante y V.S a la extensién de S con dominios variables. Los
sistemas con dominios variables monétonos y antimonoétonos se denominaran res-

pectivamente M S y AS.
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4.5. Semantica de dominio constante

Para este primer caso, no necesitamos més que anadir a nuestros modelos el
dominio ® comun a todos los mundos. Asi, un modelo kripkeano extendido sera
una estructura M = (D, W, R,,,--- , R,,,,v), y la funcién de evaluacion v ya no
es una funcién que asigna a cada variable proposicional en cada mundo posible
un valor de verdad, sino una funciéon que asigna i) a cada constante individual
un elemento del dominio, y ii) a cada constante predicativa n-adica una n-pla

ordenada de elementos del dominio. Asi pues:
av(s,a)ed
b v (s, P") € D"

Si ademas aceptamos, como haremos aqui, el uso de las constantes de individuo
como designadores rigidos; tendremos que imponer la siguiente condicién: para
todo s,t € W y para toda constante individual a, v(s,a) = v(t, a). Para abreviar,
siempre que estemos considerando las constantes individuales como designadores
rigidos escribiremos v(a) en lugar de v(s, a), etc. Por supuesto, no podemos hacer
un tratamiento semejante de las constantes predicativas, pues en ese caso todos
los mundos posibles harian verdaderas y falsas a las mismas férmulas y nuestro
sistema de logica epistémica proposicional devendria en un sistema trivial.

La nocién de verdad de una férmula ¢ en un mundo s de un modelo M, que
como siempre escribiremos M, s E ¢, queda definida como hasta ahora, afnadiendo
las clausulas correspondientes a la logica de primer orden. Aunque, por supues-
to, es perfectamente posible asignar valores a las variables libres y establecer asi
el valor de verdad de formulas abiertas bajo ciertas asignaciones, consideramos
preferible asignar valores de verdad tan sélo a las sentencias. Como siempre, es-
cribiremos s € M como abreviatura de s € W de la estructura M. La clausula

para formula atémicas queda ahora definida como sigue:

L. M,S t:P<a17"' 70’71) Syss <U(a’1)7"' 7U(a’n)> EU(S,P)
Las condiciones de verdad para las conectivas proposicionales y los operadores
epistémicos son las mismas que en el caso proposicional (2-7 de la seccion 2.2).
Las condiciones para los cuantificadores son las siguientes:

8. M,s E Vxp syss M',s" E ¢(a/x) para toda M’ s" tales que s = sy

M = M.
v(a)
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9. M,s E Jxp syss M',s" F ¢(a/z) para algin M’ s tales que s’ = sy
M = M.
v(a)
La expresion ¢ (a/z) que aparece en estas dos clausulas denota el resultado de

sustituir uniformemente z por a en la formula . M’ (: M significa que M' = M
v

salvo, a lo sumo, respecto al valor que la funciéon de evaluacién v asigna a la
constante a.

Respecto a estos modelos con dominio constante, es interesante considerar las
que se suelen llamar, por analogia con la légica modal alética, Férmula Barcan y

Conversa de la Férmula Barcan'® (respectivamente: FB y CFB):

FB: VoK, p(x) = K, Vrp(r)
CFB: K, Vrp(z) = Vo K,,¢(x)

Es facil demostrar que todo modelo con dominio constante satisface ambas

formulas:

Teorema 4.5.1. Sea M, el conjunto de todos los modelos kripkeanos con dominio

constante. Se cumple que
Fu, VoK, p(r) = K, Vre(z).

Demostracion: Suponemos que M, s F VoK, ¢o(x), para M € M.y s € M.
Esto significa que para toda s’, M’ tales que s’ = sy M’ (:) M, M s E K,p(a).
De aqui se sigue, por evaluacion de K, que M', ' F ¢(a) p;rz todo t' tal que s’ R,,t'.
Puesto que t' =ty M' = M, M,t E Vxp(x); y puesto que ambos modelos son
iguales salvo, a lo sumo,vggr lo que hace a la evaluacion de a, t es una alternativa
epistémica cualquiera a s para el agente 7; y por tanto, por evaluaciéon de K,

M,skE K,Nrp(z). QED.

Teorema 4.5.2. Sea M, el conjunto de todos los modelos kripkeanos con dominio

constante. Se cumple que

Fa, Ko, Vep(r) = VoK, p(z).

0Como puede observarse, no se trata realmente de férmulas, sino de esquemas de formulas.
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Demostracion: Suponemos que M, s F K, Vrp(x), para M € M.y s € M.
Esto significa que M,t E Vap(x), para todo t € M tal que sR,,t. Por evaluacion
de ¥V, M',t" F ¢(a), para toda M,t tales que t = t' y M’ (:) M. Puesto que
ambos modelos son iguales salvo por lo que respecta a v(a), ; Z:s una alternativa
epistémica cualquiera a s’ para el agente i, y por tanto M', s’ E K,,¢(a); y puesto
que M' = Mys =s, M,sEVeK,p(r). QED.

El hgc(:il)o de que tanto la féormula Barcan como su conversa sean validas en los
modelos de dominio constante ha suscitado ciertas criticas contra estas logicas, y
es que intuitivamente parecen no ser vélidas. Pensemos en la primera de ellas: un
sujeto puede saber de todos los objetos de un cierto dominio que tienen la pro-
piedad P, pero no saber que todos los objetos tienen esa propiedad, simplemente
porque no sepa que esos son efectivamente todos los objetos. Esto es, para ese
agente es posible que haya otros objetos que no tienen esa propiedad. A sensu
contrario, si miramos a CFB, también es posible que un agente sepa que todos
los objetos de un cierto dominio tienen una cierta propiedad, pero no saberlo de
cada uno de ellos particularmente. Por ejemplo, alguien puede saber que todos
los alumnos de filosofia son inteligentes, pero no que, digamos, Juan Fernandez es
inteligente, porque no sepa que ese individuo es miembro del conjunto.

Estas criticas muestran algo que ya hemos mencionado con anterioridad, que
los sistemas asi construidos s6lo son validos si se cumple cierta condiciéon, a saber,
que todos los agentes saben exactamente cuales son los individuos del dominio (y
conocen sus nombres, o bien la modalidad se toma de re). Esto es algo que no
sucede habitualmente en el discurso ordinario, y por tanto estos sistemas no valen
en general para formalizar el conocimiento de sentido comin. No obstante, hay
casos interesantes que se pueden formalizar usando alguno de los sistemas l6gicos
de dominio constante. Pensemos por ejemplo, una vez mas, en un juego de naipes.
Resulta bien poco habitual que los jugadores de uno de estos juegos no conozcan
exactamente cuéles son las cartas de la baraja con que juega; es decir, ninguno
de ellos considera posible que haya més ni menos cartas que las que exactamente
hay. Todos los mundos posibles accesibles para cada agente tienen los mismos
individuos y por tanto las dos férmulas mencionadas son perfectamente vélidas.
Si, por ejemplo, un agente sabe que todas las cartas estan sobre la mesa, también
es verdad que de cada una de ellas, individualmente considerada, el agente sabe

que esté sobre la mesa, y viceversa.
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4.6. Sistemas axiomaticos

Para axiomatizar la logica epistémica de primer orden con dominio constante
no tenemos mas que anadir a los distintos sistemas de logica epistémica propo-
sicional los axiomas y reglas de la logica de primer orden, ademas de la férmula
Barcan en el caso de T, y S4,, (no asi en el de S5,,). Asi pues, el primer esquema

de axioma, Al, debe ser sustituido por:

A1’ Todas las formulas validas de la légica de primer orden.

v hay que anadir ademas la siguiente regla:

o =¥ (a/x)

Generalizacion:
© = Y

(a condicion de que a no figure en A).

La expresion p(a/z) que figura en la regla 3 se entiende como habitualmente:
la formula resultante de sustituir cada ocurrencia libre de z por a en la férmula
; donde z es una variable y a una constante individual.

Los sistemas resultantes de logica epistémica de primer orden con dominio
constante, que designaremos anteponiendo la letra C al sistema proposicional

correspondiente, como antes mencionamos, son pues los siguientes:
CT,: AU'+A2+A3+R1+R2+R3+FB

CS4,,: CT,,+A4

CS5,,0 AU'+A2+A3+R1+R2+R3+A4+A5

No es necesario incluir como axioma la conversa de la férmula Barcan, puesto que
se sigue de CT,,, y por tanto, de todos los sistemas més fuertes. La demostracion

es como sigue:
1. Vzp () — ¢ (a) (LPO)
2. K,,(Vzp () = ¢ (a)) (de 1 por R2)
3. Ko, (Voo (z) = ¢ (a)) = (Ko, Voo (z) = K9 (a) (A2+LP)

4. K,Vxp (r) — K¢ (a) (de 2 y 3 por R1)
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5. K, Nrp (x) = VoK, (x) (de 4 por R3)

El paso 5 es valido, ya que evidentemente a no puede figurar libre en
K, Vzp (z), ni tampoco en la matriz de Vo K, (x).

En cuanto a C'S5,,, ya hemos mencionado que no es necesario anadir la formula
Barcan. La razon de ello es que FB se sigue sin mas de los axiomas y reglas de
S5, junto a A1’ y R3. Probar esto exige la demostracion de algunos axiomas y
reglas derivadas que no vamos a hacer aqui, ya que la nuestra no es esencialmente
una presentacion axiomatica. Estos axiomas y reglas, a los que denominaremos,

siguiendo a Hughes y Cresswell'!, RD3, T34 y RD5, son los siguientes:

RD3: M
Kgo— K3

T34: IA(aiKaia -«

. I?aia — 0

Es fécil comprobar que RD3 es valida en T,,, y por tanto también en S4,, y
S5,,, mientras que T34 y RD5 solo son validos en S5,,'2. Aceptado lo anterior, la

prueba de FB resulta casi elemental:
1. VoK, 0(x) = Kig,p(a) (LPO)

~

2. Ko VoKq,o(x) = Ko, Kq,0(a) (de 1 por RD3)
3. RaKapla) = pla) (T34)

4. K, VzK, p(z) — ¢(a) (de 2,3 por LP)

5. [A(aiVa:Kai@(x) — Vzp(x) (de 4 por R3)

6. VoK, p(r) = K, Vre(z) (de 5 por RD5)

4.7. Resultados metateodricos

Empecemos demostrando la correcciéon de la regla R3:

HHughes, G. E. y Cresswell, M. J. (1968).
12Por ejemplo, utilizando el método de tablas etiquetadas presentado en la secciéon 2.6
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Teorema 4.7.1. Para todo modelo kripkeano extendido M de dominio constante
y todo s € W de la estructura M; si M,s E ¢ — ¢ (a/x), M,s E ¢ — V¥ (a

condicion de que a no figure en .

Demostracion: partimos del supuesto de que M,s E ¢ — 1 (a/x), siendo
el caso que a no figura en . O bien M,s F ¢, o bien M,s F p. Si M,s F ¢,
entonces M,s F ¢ — Va1, por evaluacion del condicional. Supongamos ahora
que M, s E ¢, de aqui se sigue que M, s F 1 (a/x) (por R1). Ahora bien, M es
un modelo cualquiera y a no aparece en ¢, lo cual significa que M, s F ¢ (a/x)
cualquiera que sea el elemento del dominio de M que la funcién de interpretaciéon
v asigna a la constante a; o lo que es igual, M', s’ E ¢(a/x) para toda M', s’ tales
que s = sy M' = M. Asi pues, por evaluacion de V, M, s E V. Luego, en
cualquier caso, qufsa)lz © — Va. QED.

R3 es la tnica regla anadida respecto a los correspondientes sistemas axioma-
ticos de logica epistémica proposicional. Podemos dar igualmente por demostrado
que que para todo teorema T de la logica de primer orden, todo modelo kripkeano
extendido M y todo mundo posible s € W de M; M, s E T'3. Procedamos ahora
a demostrar la correcciéon de CT,,, C'S4,, y CS5,,:

Teorema 4.7.2. Sean M%, M2t y M55t los conjuntos de todos los modelos
kripkeanos extendidos de dominio constante reflexivos; reflexivos y transitivos;

reflexivos, simétricos y transitivos (respectivamente). Para formulas en LEPO:

a) CT,, es una aziomatizacion correcta respecto a M.
¢) CS4,, es una axiomatizacion correcta respecto a MU'

d) CS5,, es una ariomatizacion correcta respecto a M5,

Como hemos dicho, consideraremos demostrada la correccién de los esquemas
de axioma y de la légica de primer orden; asi pues, basta con demostrar que
los axiomas correspondientes a la ldgica epistémica de primer orden son validos
en todo modelo con dominio constante (con las propiedades de la relacion de
accesibilidad acostumbradas en cada sistema) y que la unica regla propia, R2,

preserva la validez. Respecto a los axiomas A2-Ab, ya se demostré en 2.4 que A2

13Basta con tomar cualquier sistema axiomatico de Légica de Primer orden, por ejemplo el
de Church, y demostrar que sus axiomas son validos en todo modelo kripkeano.
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es valido en todos los modelos kripkeanos; A3, en todos los modelos kripkeanos
reflexivos'®; A4, en todos los modelos reflexivos y transitivos; y por tltimo, que
A5 es valido en todos los modelos reflexivos, simétricos y transitivos (teoremas
2.4.1,24.3, 244y 2.4.5). Puesto que en ninguno de estos axiomas interviene la
cuantificacion, estos resultados son trasladables sin modificaciones esenciales a la
logica epistémica de primer orden; y lo mismo ocurre con la prueba de la regla R2
(Teorema 2.4.2). En cuanto a R3, acabamos de demostrar su correccion (Teorema
4.7.1) . Con esto, pues, queda demostrada la correccion del sistema C'S5,,.

Respecto a los sistemas CT}, y CS4,,, que contienen como axioma propio la
formula Barcan, es necesario demostrar ademés que esta férmula es vélida en
todos los modelos de dominio constante, lo que ya se hizo la seccion 4.5 (Teorema
4.5.1). Con esta demostracion, pues, tenemos garantizada también la correccion
de CT,, y CS4,,. QED.

En cuanto a la completud, la prueba sigue la misma estrategia que la utilizada
en la seccion 2.5; esto es, demostraremos previamente que si una férmula es CT,,-
consistente (C'S4,,-consistente, C'S5,,-consistente) entonces tiene un modelo en
M. (respectivamente, en M7* y en M7*); de aqui se sigue directamente la com-
pletud de cada uno de estos sistemas axiomaticos respecto a los correspondientes
conjuntos de modelos. La diferencia con la prueba ofrecida en 2.5 consiste en que
ahora, con vistas a la construcciéon del modelo canénico, tendremos que recurrir
no al conjunto de todos los conjuntos de férmulas méximamente CT;,,-consistentes
(C'S4,,-consistentes, C'S5,,-consistentes), sino al conjunto de todos los conjuntos
méaximamente CT,,-consistentes y existencialmente saturados (e igualmente para
CS4,, y CS5,,). Expliquemos brevemente este concepto.

El concepto de conjunto de férmulas méximamente S-consistente se define
como en 2.5.3. La propiedad que ahora anadimos, la saturacién existencial, se

define del siguiente modo:

Definicién 4.7.3. Un conjunto de formulas I' en el lenguaje £ es existencialmente
saturado syss, para toda formula de £ de la forma 3z (x), si 3z (x) € I entonces
¢ (c/z) € T' (donde ¢ es una constante que no ocurre en 3z (x) v ¢ (¢/x) es el

resultado de sustituir uniformemente = por ¢ en ).

Dado un lenguaje numerable £ y un conjunto A de férmulas de £, para un cier-

M4Por abreviar, hablamos de modelos reflexivos para referirnos a aquellos en los que la relacion
de accesibilidad es reflexiva, y asi sucesivamente.
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to sistema axiomaético .S, siempre es posible construir un conjunto I' méaximamente
S-consistente y existencialmente saturado que contiene a A. El procedimiento es
como sigue:

Sea Ly el lenguaje de la logica epistémica de primer orden sin constantes
individuales. Construimos ahora una serie de sistemas lingiiisticos, anadiendo una

serie infinita, pero numerable, de constantes individuales de la siguiente forma:

_ 1 1 1
Ly = {[’07@17&27"' y @y
_ 2 2 2
EQ_ {L17a17a27"' 7a'i
_ Jj J
‘C’j - {Ej*halvaﬂ?‘ a4

Definimos ahora el lenguaje £, de la siguiente forma:
Lo=LoULU---ULjU---

Una vez definido el lenguaje, procedemos a la construccion de un conjunto mé-

ximamente S-consistente y existencialmente saturado. Para ello hemos de suponer

todas las férmulas de Ly dispuestas en cierta ordenacion aq, g, - - - .v,. Definimos
ahora una serie de conjuntos I'),T'}, -+ , T de la siguiente forma:
i) Iy=A

ii) Si I'{U {1} es S-consistente, entonces I'j™ = 'y U {ay;1}; en caso con-

o il e
trario, I';™ =T,

Sea ahora 'y = T UTE, -+, T8 Obtenemos asf un conjunto maximamente
consistente, aunque no existencialmente saturado. Para convertirlo en un conjunto
de formulas existencialmente saturado anadimos el resultado de instanciar cada
férmula existencial de I'y con una constante individual diferente de £;. Hemos de
suponer para ello las formulas existenciales de I'y dadas en cierto orden, lo cual
siempre es posible, puesto que el lenguaje es numerable; y si, digamos, Jxy (x)

es la k-ésima formula existencial de Ty, afiadimos a I'y la formula ¢ (af/z). El
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resultado de estas adiciones es un conjunto I existencialmente saturado, pero
que ya no es maximamente consistente. Por supuesto, I'j; sigue siendo consistente,
pero ya no es maximo, al haber anadido instancias de la matriz de las féormulas
existenciales con constantes de una extension de Lo (a saber, L;).

Tomamos ahora I') = T}, y procedemos a maximizarlo tal y como hicimos con
'), con lo que obtenemos I'y = TYUTY, -, I'7. A continuacién, saturamos exis-
tencialmente I'; por el procedimiento de anadir la instanciacién de cada férmula
existencial de I'y con una constante individual diferente de Lo, y asi sucesivamente.

Definimos ahora I' = T U TY - - - UTY. Este conjunto es maximamente consis-
tente y existencialmente saturado, como se prueba con facilidad.

Procederemos a continuacién a demostrar el teorema de satisfacciéon por el
procedimiento habitual; esto es, construiremos un modelo canénico asignando un
mundo posible a cada conjunto maximamente consistente y existencialmente sa-
turado, el dominio de este modelo seré el conjunto de las constantes individuales

consideradas como objetos. Veamos los detalles.

Teorema 4.7.4. Para toda formula ¢ € LEPO:

a Si ¢ es CT,,-consistente, entonces hay un modelo M € M. y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s F ¢.

b Si ¢ es C'S4,,-consistente, entonces hay un modelo M € M y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s E ¢.

¢ Si ¢ es CSb5,,-consistente, entonces hay un modelo M € ML*' y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s E ¢.

Demostracion: Como en el caso de la logica epistémica proposicional, hare-
mos primero la parte comun de la prueba, cifiéndonos al sistema CT;,,. Posterior-
mente demostraremos que el modelo que presentamos pertenece a M, en el caso
de CT,,; a M2 en el de CS4,,, 0 a ML* en el de C'S5,,.

Sea C*(CT,,) el conjunto de todos los conjuntos maximamente CT,,-
consistentes y existencialmente saturados de férmulas de LEPO, P el conjun-
to de letras predicativas del lenguaje L,; Cons, el conjunto de las constantes
individuales del lenguaje L, v A el conjunto de agentes. Definimos el modelo

MC ={D,W,R,,,  ,R,,,,v} de la siguiente forma:

? Am )
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El dominio del modelo candnico es el conjunto de las constantes del lenguaje,

tomadas como objetos:
D ={ci | ¢ € Cons}

Hacemos ahora corresponder un mundo posible a cada conjunto maximamente

C'T,,-consistente y existencialmente saturado:
W ={se | PeC(CT,)}
La funcién de evaluacion v se define como sigue:

a) v (¢) = ¢ (Para todo ¢; € Cons)

b) (v(c1),v(ca), - ,v(cn)) € v(se, P") syss P"(c1,¢a,---¢,,) € @ (Para cua-

lesquiera ¢, g, -+, ¢, € Cons)

En cuanto a las relaciones de accesibilidad, para cualesquiera conjuntos
QU eCt(CT,),y a; €A, establecemos:

R,, = {(se, sv) | para todo a« € LEPO, si K,,a € ®, entonces a € ¥}

Una vez construido el modelo M¢ demostraremos, por induccién sobre el grado
logico de ¢, que para toda formula ¢ € LEP, M©, 54 F ¢ syss ¢ € ®:

La base es trivial, y los casos de los operadores proposicionales y del operador
K son ya conocidos. Nos limitaremos pues a presentar la prueba para el caso en
que ¢ = Vap (z)

De izquierda a derecha, supongamos que MY, s F Vo (2) para algin sq € W
de la estructura M¢. Por evaluacion de V, M', sy & ¢(a/x) para todo M’, s}, tales
que sp = s y M’ = MC. Ahora bien, puesto que el dominio del modelo es
el conjunto de las VE;I({ZEibleS individuales del lenguaje £, tomadas como objetos,

esto quiere decir que MY, sg F ¢ (c;), para todo ¢; € Cons'®; de donde se sigue,

I5Este razonamiento equivale a pasar de una interpretacion referencial de la cuantificacién,
que es la que hemos estado manejando hasta ahora, a una interpretacion sustitucional. Ello es
posible porque hemos asegurado que a cada elemento del dominio se le asigna una constante
individual.
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por hipotesis de la induccion, que ¢ (¢;) € ® (para todo ¢; € Cons). De aqui se
sigue que Jz—p (x) ¢ ®; pues de lo contrario, al ser ® existencialmente saturado,
ocurriria que = (¢;) € ® para algin ¢; € Cons, con lo cual ¢ no seria consis-
tente. Ahora bien; si Jx—¢ (z) ¢ P, entonces =Jz—yp () € P, puesto que P es
maximamente consistente. A su vez, =Jz—p () — Vrp (z) € P, puesto que es
una tesis de CT,,,. De donde, por R1, Vzp (2) € .

En sentido contrario, supongamos que Vzp (z) € ®. Puesto que ® es ma-
ximamente consistente, ¢ (¢;) € ®, para todo ¢; € Cons; pues de lo contrario,
Jr—p (x) € @, y por tanto —Vryp (z) € @, con lo que ® no seria consistente. Por
hipotesis de la induccion, de aqui se sigue que que M sy F ¢ (c;) para todo
¢; € Cons; y puesto que el dominio del modelo es numerable e igual al conjunto
de las constantes del lenguaje, esto significa que M, i F ¢(a/x) para toda M’, s},
tales quel® sy = s y M’ 5 M¢; y por tanto que M®, sq F Voo (7).

Hasta aqui la prueba es idéntica para los tres sistemas implicados, simplemente
sustituyendo CT,, por CS4,, o CS5,,. Faltaria por demostrar que en el caso
de CT,,, M® € M’; en el caso de C'S4,,, M® € M y en el caso de CS5,,,
M€ € Mt pero esta prueba es idéntica a la analoga para el caso proposicional
(Teorema 2.5.4). Para abreviar, evitamos repetirla. QED.

Una vez demostrado el teorema de satisfaccion, la completud se sigue inme-

diatamente:

Teorema 4.7.5. Para férmulas en LEP:
a) CT,, es una axiomatizacion completa respecto a M.
¢) CS4,, es una aziomatizacion completa respecto a Mt
d) CS5,, es una ariomatizacion completa respecto a M7,

Demostracion: Se sigue de 4.7.4. La demostracion es idéntica a la del teorema
2.5.5; para abreviar, evitamos repetirla. QED.

4.8. Tablas semanticas

Como era de esperar, dado que tratamos con dominios constantes, los cuanti-

ficadores no suponen una dificultad superior a la de la l6gica de primer orden. El

16Vid. nota anterior
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método de tablas para CT,,, C'S4,, y C'S5,, se obtiene simplemente anadiendo a
las reglas comunes para T, S4,, y S5,, las habituales para los cuantificadores en
primer orden (recordemos que el método para los tres sistemas se diferencia sélo

en las reglas de herencia). Las reglas en cuestion son las siguientes:

1. Si la féormula etiquetada a marcar es o :: —a:

e) si a es Vaf3, se escribe ¢ :: dx—f al término de la rama.

f) si awes Jzf, o :: Va—f al término de la rama

5. Si la formula etiquetada a marcar es o :: Vza, se escribe o : a(¢/x) al
término de la rama, para todo pardmetro c; que aparezca en la rama, y
se marca con ¢;. (En caso de no haber uno disponible, se introduce un

pardmetro nuevo).

6. Si la formula etiquetada a marcar es o :: Jza, se escribe o 1 a4 /) al
término de la rama, donde ¢, es el dltimo parametro que aparece en la rama,

y Se marca con Cpy1

4.9. Algunos ejemplos

A modo de ejemplo, demostraremos la validez en C'T,, (y por tanto en todos
los sistemas mas fuertes) de la Formula Barcan y su conversa. La negacion de la
Férmula Barcan es:

VoK, P(z) A K,32-P(x).

Su tabla semantica se muestra en el cuadro 4.1

En cuanto a la Conversa de la Formula Barcan, su negacién es:
KNzP(z) A K, ~P(z).

Su tabla seméantica se muestra en el cuadro 4.2



4.9. ALGUNOS EJEMPLOS

Cuadro 4.1: Férmula Barcan

1) 1:VeK,P(z)AK,dz—P(z) .  (asuncion)
2) 1::VxKaP(‘x) o (del)
3) Ko3u-P(z) guay (del)

4) 1lal ::Eiq;—'P‘(x)

5) lal: ﬁP‘(cl) (de 4)

6) 1::KaP(c‘1) k  de?

7) 1::P(c‘1) (de 6)
8) 1.a1::P(cl)‘ (HKT de 6)

|
®

o (de 3)
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Cuadro 4.2: Conversa Formula Barcan

1) 1: KVaP(z) AJzK,~P(z) , (asuncion)
|
2) 1:K,VaP(z) g (de 1)
S
3) 1:3aK,~P(x) (de 1)

4) 1: VmP(x‘) o (de 2)
\

5) 12K P(e) guay  (de3)
6) 1:P(c))  (de4)
7) lal:-P(c)  (deb)
8) lal ::VxP(:L’)‘Cl (HKT de 2)
9) lal=Plc)  (de8)

®
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4.10. Correccion y completud

El método que acabamos de presentar constituye un procedimiento correcto y
completo para la logica epistémica de primer orden, aunque naturalmente no la
hace decidible, ya que la logica de primer orden no lo es. Las pruebas de correcciéon
y completud son una simple extension de las presentadas en las secciones 2.8 y

2.9 para la légica epistémica proposicional. Veamos algunos detalles.

Teorema 4.10.1. Para formulas de LEPO, si la tabla semdntica de un conjunto

de formulas I tiene al menos una rama abierta, entonces I' tiene un modelo.

Demostracion: Como en el caso proposicional, la demostracién consta de dos
partes. La primera consiste en mostrar como se construye el modelo a partir de
una rama abierta del arbol; la segunda, en demostrar que el modelo asi construido
satisface a la formula. Realizaremos una prueba tnica para los calculos!” CTj,,
CS4,, y C'S5,,, indicando las diferencias all{ donde sea preciso.

Construccion del modelo: Sea F el conjunto de férmulas etiquetadas
que aparecen en una rama abierta de la tabla seméntica de ¢, y X el
conjunto de etiquetas que aparecen en dicha rama. Definimos un modelo
M= (D,W,Ry,, -, R,,,v) de la siguiente forma:

El dominio del modelo es el conjunto de constantes individuales que aparecen

en la rama abierta de la tabla. Esto es:

D={clo:p(a)eF}

W se define como en 2.8.1. Esto es, creamos un mundo posible por cada eti-
queta que aparezca en la rama. Llamaremos s, al mundo posible correspondiente
a la etiqueta o. Asi pues, W = {s,|0 € X}.

Las relaciones de accesibilidad entre mundos posibles las definimos como en el

caso proposicional:
Al. Si 7= 0.a;n, entonces s, R, S,

A2. Sio:: K, «a € F y aparece marcada con K., entonces s, R, s, 5.

7Como hicimos con la logica epistémica proposicional, llamaremos a cada uno de estos calculos
como los correspondientes sistemas axiométicos.
18Recordemos que en el calculo C'S5,, esta clausula es redundante, pues se sigue de 1 y 3.
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A3. Segin se trate del calculo CT,,, C'S4,, o CS5,,, cada relacién de accesibilidad
R, es respectivamente: reflexiva; reflexiva y transitiva; reflexiva, simétrica

y transitiva.
Por ultimo, la funcion de evaluacion v se define como sigue:
a) v(g)=¢
b) (v(c1),v(ca), -+ ,v(cn)) €V (sy, P") syss o :: P"(c1,¢9,+-¢p) € F

Es importante destacar que respecto al modelo asi construido también se cum-
ple el lema 2.8.2, que nos dice que s, Ry, s, siy solo si 0 H, 71%. La razon es que en la
demostracion de este lema so6lo intervienen los operadores epistémicos y las corres-
pondientes relaciones de accesibilidad; ademés de, por supuesto, el procedimiento
de creacion de etiquetas del arbol. Asi pues, la existencia de cuantificadores en
nuestro lenguaje resulta irrelevante para la demostracion, que sigue siendo vélida
en este contexto.

Una vez construido el modelo, basta demostrar el siguiente lema, lo cual se

hace por induccién sobre el grado logico de la férmula:

Lema 4.10.2. Si o :: ¢ € F, entonces M, s, E .

Demostracion:
La base es trivial: si ¢ es P™ (¢y, -+ , ¢,) entonces, por construccion del modelo,
(v(cr),v(ea), -, v(cn)) €V (sy, P"); y por tanto M, s, E .

En el caso de los operadores proposicionales y epistémicos, la demostracion
es igual a la que se realizé en 2.8.3; por lo que no nos parece necesario repetirla.

Centrémonos pues en los cuantificadores:

5. ¢ =Vza: Sio ¥V (z)a € F entonces, por laregla 5, o :: a (¢;/x) € F, para
toda constante individual ¢; que aparezca en la rama. Por hipétesis de la
induccion, M, s, F a(¢;/x) para todo ¢; que aparezca en la rama; y puesto
que el dominio de M esta constituido por todas las constantes que aparecen
en la rama abierta de la tabla tomadas como objetos, y sblo por ellas, esto
equivale a decir que M’, s/ E a(c¢;/x) para toda M', s/ tales que s = s, y

M’ (:) M 2: v por tanto, que M, s, F Vzo.
v(c;

9Recordemos que o H,, T se lee “T es a;-hereditaria con respecto a ¢” y se define asi: 0 H,, 7
si y so6lo si para toda formula K,,¢ tal que o :: K, € F , 71 € F.

20 En este caso, al contrario que en la seccion 4.7 estamos pasando de una interpretacion
sustitucional a una referencial. La construccion del modelo garantiza que ambas son equivalentes.
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6. ¢ = Jza: Si o I(x)a € F entonces, por la regla 6, o :: a(c;/x) € F,
para un pardmetro individual ¢; que atin no haya aparecido en la rama. Por
hipotesis de la induccion, M, s, F a(¢;/z) ; y puesto que el dominio de M
esta constituido por todas las constantes que aparecen en la rama abierta
de la tabla tomadas como objetos, y solo por ellas, esto equivale a decir que
M' sl E a(e;/x) para algan M', s tales que s, = s, y M’ =) M: v por

v(c;

tanto, que M, s, F dxa.

Demostrado este lema, como en el caso proposicional, el teorema 4.10.1 se sigue
de forma inmediata: para cada formula ¢ € I', es claro que 1 :: p € F (donde 1
es la primera etiqueta que aparece en el arbol); y por el lema 4.10.2, M, s; E .
QED.

Teorema 4.10.3. Para formulas de LEPO, si una formula ¢ tiene un modelo,

entonces su tabla semdntica tiene al menos una rama abierta.

Demostracién: se realiza por induccién sobre el grado l6gico de la féormula.
Como anteriormente, denominaremos F al conjunto de formulas etiquetadas que
aparecen en una rama abierta de la tabla.

La base es trivial: si ¢ es de la forma P (¢y,--- ,¢,), la tabla seméntica de ¢
consta de una sola formula etiquetada,a o :: P (c1,- - ,¢,), y por tanto es abierta.

En el caso de los operadores proposicionales y epistémicos, la demostracion es
igual a la que se realiz6 en 2.9.1; por lo que no es necesario repetirla. Presentamos

la prueba para los cuantificadores:

5. ¢ = Vza: Partimos del supuesto de que para algin modelo M y algiin mundo
posible s € W de la estructura M, M, s E Vza, y por tanto, M', s F a (¢;/x)
para todo M’, s’ tales que s’ = sy M’ (: M ; y por hipotesis de la induccion,
la tabla seméantica de o :: «(¢;/x) es Ua%ierta. Ahora bien, por la regla 5, si
o = Vrxa € F, entonces o :: «(¢;/x) € F, para todo ¢; que aparezca en la
rama; y puesto que la tabla semantica de o :: a (¢;/x) es abierta (para todo

¢; que aparezca en la rama) la de o :: Vxa también lo es.

6. ¢ = Jra: Partimos del supuesto de que para algtin modelo M y algtin mundo
posible s € W de la estructura M, M, s F Jza, y por tanto, M, s F a (¢;/x)

para algin M’ s tales que s’ = s y M’ (:) M; y por hipodtesis de la
v(c;
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induccion, la tabla seméntica de o :: a (¢;/x) es abierta. Ahora bien, por la
regla 6 , si o :: Jxa € F, entonces o :: a(¢;/x) € F, para un ¢; que ain no
haya aparecido en la rama; y puesto que la tabla seméantica de o :: « (¢;/x)

es abierta la de ¢ :: dza también lo es. QED.

4.11. Identidad y funciones

Hemos presentado una primera version de la logica epistémica de primer orden
en la que no hacfamos uso de la identidad ni de términos de funciéon. Como ya
deciamos, es facil extender nuestro lenguaje para introducir tanto la una como los
otros. De hecho, vamos a necesitarlos cuando tratemos la semantica de dominios
variables; asi pues, ha llegado el momento de hacerlo.

Para empezar, ademas de un conjunto C' de constantes y un conjunto V de
variables, necesitaremos ampliar nuestro vocabulario basico con un conjunto nu-
merable (posiblemente infinito) F' de términos de funcion f1, gt .-+, f* g" (even-
tualmente con subindices). El superindice expresa la aridad de la funcién; por
simplicidad, lo omitiremos cuando se deduzca del contexto.

El conjunto T de los términos queda ahora definido asi:
1. Sit € C, entonces t € T.

2. SiteV, entoncest € T.

3. Sity, - ,t, €Ty f*€F, entonces f™(ty, -+ ,t,) €T.

Introduciremos ademas el signo = para designar el predicado diddico de identidad.
Las reglas de formaciéon de férmulas son las mismas del apartado 1, salvo que

debemos anadir la siguiente:
1’. Sity,ty €T, entonces t; =ty € LEPO.

Tampoco la semantica requiere muchas modificaciones mientras sigamos tra-
tando con dominios constantes. Como hasta ahora, diremos que un modelo exten-
dido es una estructura M = (D, W, R,,, -+ , R,,,,v). También como hasta ahora,
diremos que la funcién de evaluaciéon v asigna a cada constante individual en cada
mundo posible un elemento del dominio (el mismo en todos los mundos posibles,

por lo que seguiremos escribiendo v(c) en lugar de v(s,c)) y a cada constante
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predicativa n-adica, en cada mundo posible, un conjunto de n-plas ordenadas de
elementos del dominio. La tinica modificacién necesaria tiene que ver con la eva-
luacién de los términos de funcién, y esto no es muy diferente de lo que hacemos
en primer orden: para todo término de funcién n-adico f™ y todo mundo posible s,
v(s, fM)y e {f | f: D" — D}; esto es, v asigna a cada término de funcion n-adico,
en cada mundo posible, una funcién con dominio en ®" y recorrido en ®.

En cuanto a la verdad de una férmula en un mundo posible de un modelo
dado, s6lo necesitamos modificar levemente la clausula 1 y afadir una segunda

clausula especifica para la identidad:
1. M,skE P (t1, - ,t,) syss (v(s,t1), - ,v(s,t,)) €v(s,P)
2. M,sEt; =tysyssv(s,ty) =v(s,t)

El resto de las clausulas no necesita ninguna modificacién.

Notese que si bien la identidad es en predicado diadico, resulta un predicado
especial en relacion con los demés; ya que éstos modifican su interpretacién de un
mundo posible a otro, mientras que el primero tiene una interpretacién constante.
Por supuesto, dada una constante ¢ cualquiera ¢ = ¢ es una férmula valida; y
por tanto también lo es K,, (¢ = ¢) (para un agente a; cualquiera). En cambio,
f(t1,--+ ,t,) = cno es en absoluto una férmula valida; y de forma més relevante,
no loes (f (ty, -+ ,tn) =c¢) = Ku(f (t1,--- ,tn) = ¢), lo que explica el fallo del
principio de sustituibilidad de la identidad caracteristico de estos contextos.

Efectivamente, dado que Cervantes es el autor del Quijote, por ejemplo, el
principio de sustituibilidad nos permite sustituir el primer término por el segundo
conservando el valor de verdad de la oracién en que aparece. Asi, si la oracion
“Cervantes era manco” es verdadera, también debe serlo “el autor del Quijote era
manco’. Este principio, sin embargo, no resulta vélido en ciertos contextos que
denominamos intensionales; entre los que se cuentan aquellas expresiones en las
que aparecen operadores epistémicos. Claramente, en la oracién “Juan sabe que
Cervantes era manco” no podemos sustituir sin mas ambos términos para obtener
“Juan sabe que el autor de Quijote era manco”. Puede ocurrir que Juan ignore que
Cervantes es el autor del Quijote, lo cual haria falsa a la segunda oracién incluso
aunque la primera fuera verdadera.

Nuestra seméntica da cumplida cuenta de esta peculiaridad. Si interpretamos,

como estamos proponiendo, que el nombre Propio Cervantes es un designador
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rigido, mientras que el autor de es un término de funcién, entonces el primero
mantendré su interpretacién en todos los mundos posibles mientras que el segundo
podré tener interpretaciones diferentes, lo cual hace que la identidad “Cervantes
es el autor del Quijote”, aun siendo verdadera en un mundo dado s, no lo sea
necesariamente en todos los que son accesibles desde él (para un agente dado,
Juan); con lo cual “Juan sabe que el autor de Quijote era manco” tampoco seria

verdadera en s.

4.12. Sistemas axiomaticos

Ya hemos mencionado que introducir el predicado de identidad y términos de
funcién en nuestra logica epistémica de primer orden no resulta demasiado dificil.
Los términos de funcién no requieren de ningin axioma adicional, pues los hemos
incluido en la sintaxis del lenguaje como un tipo de términos. La regla de sus-
tituibilidad de la identidad si que debe ser restringida: puesto que las funciones
reciben una interpretacion diferente en cada mundo posible, no podemos sustituir
un término en una expresion en la que caiga bajo el alcance de un operador epis-
témico. La base que debemos adoptar para nuestra légica de dominios constantes

consta de los siguientes esquemas de axioma:
LPO1. ¢ = (¢ — o)

LPO2. (¢ = (¢ = x)) = (¢ = ¥) = (¢ = X))
LPO3. (—p = ) = (¥ = ¢)

LPOA4. Yz (¢ — ) — (¢ — Vaep) (Con la condicion de que = no aparezca libre
en @)

LPO5. Vzyp — ¢ (t/z) (Con la condicién de que = no aparezca libre en t)
LPO6. Vz(x = x)
Ademés de las reglas:

o=
Modus Ponens: Z
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acion: £ Y (t/x)
Generalizacién: = Vo
(Con la condicion de que x no aparezca libre en ¢)
t1 =19
Sustituibilidad de la identidad: et
o (ta/t1)

(donde ¢; y 3 son términos que no contienen variables y ¢; no cae en ¢ bajo

el alcance de un operador epistémico)

La expresion ¢(t/x) que figura en la regla de generalizacion se entiende en los
casos anteriores, como la formula resultante de sustituir cada ocurrencia libre de
x por t en la formula ¢; s6lo que ahora tenemos que afiadir la restricciéon de que
2 no ocurra libre en t.

Anadiendo a estos axiomas y reglas los caracteristicos de cada sistema de
l6gica epistémica obtenemos los sistemas correspondientes de logica epistémica de
primer orden con identidad.

Puesto que ya hemos demostrado la correccién de la logica epistémica de pri-
mer orden sin identidad ni términos de funcién, basta con demostrar ahora la
correcciéon de LPO6 y R3 para disponer de una prueba de que el sistema asi cons-
truido es correcto. Lo primero, probar la correccién de LPOG6, no parece necesario,
ya que evidentemente la funcién de interpretaciéon asigna un tnico valor a cada
constante individual o término de funcién en cada mundo posible. procedamos

pues a demostrar la correccion de la regla de sustituibilidad de la identidad.

Teorema 4.12.1. Para todo modelo kipkeano extendido M y todo s € W de la
estructura M, si M,s F t1 =ty y M,s Fp(t1), entonces M,s Ep (t2/t1) (con la

condicion de que t; no caiga en ¢ bajo el alcance de un operador epistémico).

Demostracion: Sean un modelo kripkeano extendido de dominio constante M
y un mundo posible s € W de la estructura M tales que M,s F t; = &5 y
M, s Fe (t1), donde t; no cae en ¢ bajo el alcance de un operador epistémico. Por
evaluacion de =, v (s,t1) = v (s,t2); y puesto que t; no cae en ¢ bajo el alcance
de un operador epistémico, es en el mundo posible s donde habremos de evaluar
¢ (ta/t1). Asi pues, M, s Ep (t2/t1). QED.

En cuanto a la completud, la prueba es basicamente idéntica a la de la seccién
4.7. Respecto a la construccién del modelo canénico MY; hablaremos, ademés

de un conjunto Cons de constantes individuales, de un conjunto 7" de términos
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individuales tal que T' = {Cons U Func} (donde Func es el conjunto de términos
de funcion del lenguaje L,,). Sélo necesitamos redefinir la funcion de evaluacion

de la siguiente forma:
a) v (¢;) = ¢ (Para todo t; € Cons)
b) v (se,t;) = v (se,t;) syss t; =t; € & (Para cualesquiera t;,t; € T')

c) (V(sa,t1),v(Se,t2), U (S, tn)) € v (sp, P") syss P"(ty,ta,---t,) € ®

(Para cualesquiera ty,to, -+ ,t, € T)

Una vez construido el modelo M¢ la demostracion de que para toda férmula
w0 € LEP, M, 55 F ¢ syss ¢ € ® es idéntica a la de 4.7, salvo por lo que hace al
caso en que @ es t; = t;. Veamos la demostracion:

De izquierda a derecha, supongamos que M, sg F t; = tj. Por R3, para cada
formula ¢ tal que MY, sq E ¢ (t;), MY, se F 9 (t;/t;) (siempre que ¢; no caiga
en ¢ bajo el alcance de un operador epistémico); y por hipotesis de la induccion,
si MY s F 1 (t;) entoncesy (t;) € ®; y también ¢ (t;/t;) € ®. Ahora bien, si
¥ (t;/t;) € ® para toda formula 1 tal que ¢ (t;) € ®, entonces t; = t; es consistente
con @, y por tanto t; =1t; € ®.

En sentido contrario, supongamos que t; = t; € ®. Por la construccion del
modelo, si t; =t; € ® , entonces v (sg,t;) = v (sa,t;); v por tanto M, s F t; =
t;. QED.

4.13. Tablas semanticas con identidad y funciones

No resulta demasiado dificil afiadir al método de tablas que hemos diseniado las
reglas especificas para tratar con la identidad. Por lo pronto, ya hemos visto que el
principio caracteristico es el de sustituibilidad, pero que en contextos modales no
se cumple necesariamente cuando transitamos de un mundo posible a otro. Ahora
bien, en nuestro método de tablas los mundos posibles aparecen representados por
etiquetas; tenemos pues que exigir que las formulas implicadas vayan precedidas
por la misma etiqueta. Ademaés, los términos de funcion no designan a los mismos
individuos en todos los mundos posibles, por lo que la sustituciéon no es legitima
cuando uno de los términos cae bajo el alcance de un operador modal. Las reglas

que debemos afnadir a las del apartado 6 son las siguientes:
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7. Si la formula etiquetada a marcar es o :: t; = to, se escribe al final de la
rama o :: ¢ (t2/t1) para toda formula o :: ¢ (t1) que aparezca en ella tal que
t1 no caiga en ¢ bajo el alcance de un operador epistémico. La férmula a la

que se ha aplicado la regla se marca con el ntiimero de linea donde aparece

o (ty).

La expresion ¢ (t2/t1) se entiende, igual que anteriormente, como el resultado
de sustituir ¢; por t5 en todas sus ocurrencias.

Ademaés, es necesario garantizar otra propiedad esencial de la identidad; a
saber, que todo es idéntico a si mismo; lo que hacemos anadiendo la siguiente

regla:

8. Para todo término individual ¢ y toda etiqueta ¢ que aparezcan en la rama,

se escribe o 1 t = t.

Si bien esta ultima regla se puede suprimir si simplemente adoptamos la con-
vencion de considerar una rama cerrada cuando en ella aparezca una férmula
etiquetada de la forma o :: = (¢t =), lo cual facilita notablemente la confeccion
de la tabla. Ademaés, puede resultar conveniente adoptar como regla derivada la
simétrica de 7, lo que nos permite obviar el orden en que aparecen los términos
en la identidad. A saber:

7’. Si la formula etiquetada a marcar es o :: t; = t5, se escribe al final de la
rama o :: @ (t1/ty) para toda formula o :: ¢ (t3) que aparezca en ella tal que
t; no caiga en ¢ bajo el alcance de un operador epistémico; y se marca con

el namero de linea donde aparece o :: ¢ (t2).

La correccion de este método se demuestra igual que en la seccion 4.10. Como
hicimos entonces, creamos un modelo cuyo dominio es el conjunto de parametros
que aparecen en la rama abierta de la tabla, tomados como objetos. W consta
de un mundo posible por cada etiqueta que aparezca en la rama; las relaciones
de accesibilidad se establecen igual que en 4.10 . La funcién de evaluacién debe

redefinirse de la siguiente forma:
a) v(g)=g¢

b) v (Sy,ti) = v (Ss,t;) syss o :: t; =t; € F (Para cualesquiera t;,t; € T)
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b) (U (Sg,t1),0 (Seyt2), U (So,tn)) € U (S, P") syss P" (ty,te, - t,) € F

(Para cualesquiera ty,t, -+ ,t, € T)

Una vez definido el modelo, se procede a demostrar por induccién sobre el
grado légico de la formula que si o :: ¢ € F, entonces M, s, F ¢. La demostracién
es idéntica a la de 4.10 salvo por lo que hace a las formulas de la forma t; = o,

caso en el cual el lema se sigue de forma inmediata:

@ es t; = ty: Por la construccion del modelo, si o :: t; = t; € F , entonces

U (84,t;) = v (84,t;); y por evaluacion de =, M, s, F t; =t;. QED.

En cuanto a la completud, la demostracion es exactamente la misma que la de
4.10 (que a su vez es una simple ampliacion de la de 2.9). Sélo hay que tener en
cuenta el caso en que @ es de la forma es t; = t5; en cuyo caso la tabla consta de

una sola férmula etiquetada, y por tanto es abierta..

4.14. Semantica de dominios variables

Ya hemos visto la légica resultante de considerar el dominio constante resulta
inadecuada para formalizar un importante niimero de situaciones: todas aquellas
en los agentes consideren posible la existencia de mas o menos individuos de los
que existen en el mundo (supuestamente) real. En estos casos, deberemos optar
por modelos de dominios variables.

La sintaxis de esta logica de dominios variables es la misma que hemos presen-
tado anteriormente, incluyendo el predicado diadico de identidad y los términos de
funcién. El predicado diadico de identidad resulta especialmente importante por-
que nos permite definir un predicado de existencia &, tal que para cada constante
individual ¢,

E(c) =gy Fz (z =)

La formula 3x(z = ¢) es universalmente valida en la logica clasica de primer
orden, y también en una logica epistémica de dominio constante; pero ya no lo es
en una logica epistémica de dominio variable, puesto que el individuo del dominio
designado por la constante ¢ puede no existir en todos los mundos posibles de
un modelo dado. Es interesante destacar que la formula Vz3y(x = y) si que

resulta universalmente vélida en esta logica, ya que el &mbito de variabilidad de
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los cuantificadores es el dominio de cada mundo posible, y de cada uno de los
individuos del dominio de un mundo posible dado es obviamente verdadero que
existe en ese mundo. En breve veremos los detalles.

Para construir la semantica necesitaremos tener en consideraciéon un dominio
especifico ©, para cada mundo posible s; ademés del dominio ® del modelo, que
debe cumplir que © = {D,UD, -} (para todo s,t,... € W, de la estructura
M). Hay varias maneras posibles de presentar esto, una de ellas es ampliar la
definicién de la funcién de evaluacion v de forma que asigne a cada mundo posible
un subconjunto de ®. Un modelo kripkeano extendido variable es entonces una
estructura M = (D, W, R, -+ , Ry, ,v) donde Wy R,,,---, R,, se interpretan
como habitualmente, ® es un conjunto no vacio de individuos y v es una funcién

de evaluacion tal que:
a) v(s,D) € P(®) (habitualmente, escribiremos D en lugar de v(s, D))

b) v(s,a) € © (como anteriormente, estipularemos que para todo s,t € W,

v(s,a) = v(t,a); por lo que abreviaremos escribiendo simplemente v(a))
c) v(s,P")ed
d) v(s,fr)e{f|f: D" — D}

La verdad de una férmula en un mundo posible s € W de la estructura M (abre-
viado, s € M) se define de forma semejante a los casos anteriores. En el caso
de las féormulas atémicas, se mantiene la misma definicién que en el caso de los
dominios constantes (aunque con un significado algo distinto, como acabamos de

explicar); lo mismo ocurre con la identidad:
L. M7S':Ptla”' st Syss <U(t1)7"’ 7U(tn)> € U(S,P)
2. M,skEt) =ty syssv(s,ty) =v(s, ta)

Las conectivas proposicionales y los operadores epistémicos se tratan como en
el caso proposicional. Respecto a las condiciones de verdad para los cuantificado-
res y la identidad, necesitamos especificar previamente algunas cuestiones sobre
notacion. En la seccion 4.5 introdujimos la expresion M’ (:) M para indicar que

v(a
M' = M salvo, a lo sumo, por lo que hace al valor que la funcién de evaluaciéon v

asigna a la constante a. Diremos ahora que M' = M [v(a)/s] (que leeremos “M’
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es una variante de M para a en s”) syss M’ (:) M y v(a) € ;. Las condiciones

son ahora las siguientes:

8. M,s E Vxp syss M',s' E ¢(a/x) para todo M’ s" tales que s’ = sy
M' = M [v(a)/s].

9. M,s F Jzgp syss M',s" E p(a/x) para algan M’ s tales que s’ = sy
M' = M [v(a)/s].

Intuitivamente, lo que estas clausulas nos dicen es que el &mbito de variabilidad
de los términos es el dominio del modelo, mientras que el de los cuantificadores es
el dominio de cada mundo posible, de manera que puede ocurrir que una férmula
de la forma Vrp(z) sea verdadera en un mundo s de un modelo M, y que sin
embargo ¢(t) sea falsa en ese mismo mundo, siempre que v(f) no pertenezca a
9,. Por ejemplo, en el mundo real es verdad que todos los hombres son mortales,
y también que Aquiles era inmortal, salvo por un pequeno problema con el talén.

La seméntica que hemos presentado tiene la peculiaridad de que, si bien las
constantes individuales designan a un mismo individuo del dominio en todos los
mundos posibles, ese individuo no existe en todos esos mundos; i.e., no existe en
el dominio especifico de cada uno de ellos. Esta es una caracteristica propia de
una familia de logicas conocidas como Ldgicas Libres. Obsérvese que la funcién
de evaluacién v asigna a cada predicado n-adico, en cada mundo posible s, un
conjunto de n-plas ordenadas de ®" y no de ®7; de manera que una férmula de la
forma P(a) puede ser verdadera en un mundo posible s incluso en el caso de que
a ¢ Dg; y por tanto, M, s E =€(a). Cuando esto ocurre, se habla de una logica
libre positiva.

Una alternativa, sin duda razonable, es optar por la denominada ldgica libre
negativa, en la que se impone la restriccion de que los objetos inexistentes no
pueden tener propiedades positivas. La forma en que podria hacerse esto seria
exigir que v (s, P") pertenezca a ©7, y no a D",

Seguramente, hay buenas razones filoséficas a favor de ambas aproximaciones.
La segunda podria parecer mas cercana a la intuicién: se antoja poco razonable
aceptar como verdadero que el abominable hombre de las nieves es inmensamente
grande, si bien no existe. Sin embargo, este enfoque negativo tampoco esta exento
de problemas. Para empezar, podemos encontrar ejemplos en que es razonable

aceptar como verdaderos enunciados sobre seres inexistentes, como “Prometeo es
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un personaje mitologico”. Pero sobre todo, parece que hay al menos un predicado
que puede ser verdadero de cualquier objeto; a saber, la identidad. Parece que
a = a deberia ser verdadero en todos los mundos posibles, independientemente de
que exista o no en ese mundo. Hemos optado por la primera opcién por ser la més
extendida y, seguramente, la que menos problemas técnicos presenta. No obstante
lo cual, es necesario aceptar que ambas propuestas son dudosas desde un punto
de vista filoséfico.

Nos interesa destacar que hay otro enfoque del asunto que tal vez sea el mas su-
gerente, que consiste en asignar un valor de verdad a una proposicion P(ty,--- ,t,)

en un mundo posible s de un modelo M syss (t,--- ,t,) € D"

ER)

con lo que una
afirmacién sobre un objeto inexistente no seria ni verdadera ni falsa. La principal
razon para no adoptar este enfoque ha sido la pretension de alejarse lo menos
posible de la logica clasica.

Menciondbamos al comenzar este capitulo que uno de los principales proble-
mas planteados por la logica epistémica (y modal, en general) de primer orden
es el fallo de la regla de generalizacion existencial. Efectivamente, del enunciado
“Juanito cree que el abominable hombre de las nieves es inmenso” no podemos
deducir sin méas que “hay algo de lo que Juanito cree que es inmenso”. De aceptar
esta inferencia como vélida dispondriamos de un método demasiado facil para
probar cualquier cosa.

Nuestra semantica da cumplida cuenta de esta peculiaridad de los contextos in-
tensionales. Ya hemos visto que una férmula ¢(t) puede ser verdadera en un mundo
posible s de un modelo dado M incluso en el caso de que el objeto designado por
t no exista en ese mundo. En cambio para que la formula Jzp(z) sea verdadera
es necesario que lo sea también ¢(x) para al menos un valor de z perteneciente
al dominio de s. por supuesto, puede ocurrir que se cumpla lo primero pero no lo
segundo.

Esto seguiria siendo asi incluso aunque hubiéramos optado por una légica libre
negativa. De ser asi, seria verdad que P(t) F 3xP(x), pero no genéricamente que
(t) E Jze(x). En concreto, no lo es cuando x cae bajo el alcance de un operador
epistémico: de “los antiguos griegos crefan que Aquiles era inmortal” no se deduce

que haya alguien de quien los antiguos griegos crefan que era inmortal.
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4.15. Modelos monétonos y antimon6tonos

Algunos tipos interesantes de modelos variables son aquellos en que se dan re-
laciones de inclusiéon entre los dominios de los distintos mundos posibles accesibles
entre si. Diremos que se trata de un modelo de dominios mondtonos (o simple-
mente de un modelo mondtono) cuando esta inclusion da lugar a un conjunto de
dominios crecientes, y de un modelo de dominios antimonétonos (un modelo anti-
mondtono) si da lugar a un conjunto de dominios decrecientes. En el caso de que
se cumplan ambas propiedades hablaremos de dominios localmente constantes.

Veamos algunos detalles.

Definicién 4.15.1. Un modelo kripkeano extendido
M= (®,W,Ry,, -, Ra,,0)

es mondtono syss para todo s,t € W, si sR,t, entonces D, C D;.

Definiciéon 4.15.2. Un modelo kripkeano extendido

M=® W,R,, - ,Ra,,v)

b Am, )

es antimonotono syss para todo s,t € W, si sR,,t, entonces ©; C D,.

Informalmente hablando, un modelo monétono es aquel en que los agentes
conocen todos los objetos existentes, pero no saben que son todos los objetos, y por
tanto consideran posible una situacion en la que haya mas objetos. Supongamos,
por ejemplo, que un cierto agente a ha ido conociendo por separado a todos los
miembros de una cierta familia, digamos los Pérez, pero no sabe si los que él
conoce son efectivamente todos los miembros de la familia. Supongamos también
que todos los Pérez que a ha conocido son rubios. Entonces, es cierto que, de todos
los Pérez, a sabe que son rubios; pero no es el caso que a sepa que todos los Pérez
son rubios. En cambio, si alguien informa a a de que todos los miembros de la
familia son, pongamos, daltonicos; a efectivamente sabe de cada uno de los Pérez
que es daltonico, aunque sin saber que esos son todos los que existen.

Ya se habré descubierto que estamos hablando de la Férmula Barcan y su
conversa, y es que efectivamente estas dos férmulas estan estrechamente ligadas a

la monotonia y antimonotonia de modelos variables. No obstante, no seria correcto
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decir que la Formula Barcan es valida en todos los modelos antimonétonos, y sélo
en ellos; ni que su conversa es vélida en todos los modelos monétonos, y sélo en
ellos. Una cierta instancia de la Formula Barcan puede ser vélida en un cierto
modelo que no sea antimondtono porque, por ejemplo, los elementos del dominio
que hacen que no lo sea resulten irrelevantes para la evaluacion de la formula, y lo
mismo ocurre con su conversa. Sin embargo, siempre es posible cambiar la funcién
de interpretacion de forma que el modelo resultante no satisfaga a la férmula. Para
expresar esto con precisiéon necesitamos hablar de marcos, mejor que de modelos?’.

Toscamente hablando, un marco es un modelo sin funcién de evaluacion. Esto

es, un marco kripkeano extendido para m agentes es una estructura
F=(O,W,Rs, - ,Ra,)-

Logicamente, ahora podemos decir que un modelo es una estructura
M = (F,v). Diremos que un modelo M esta basado en un marco F syss
M = (F,v).

Hasta ahora, era la funciéon de evaluacion la que asignaba un dominio a cada
mundo posible del modelo. Esto, aunque comodo, resultaba algo artificioso; sin
embargo, ya no podemos seguir recurriendo a este artificio, puesto que los mar-
cos carecen de funcion de evaluacion. Aun asi, podemos expresar la misma idea
simplemente considerando el dominio del modelo como la unién de los modelos

de cada mundo posible:
D=2, U---UD,, (paratodos, € W)

Hablaremos de marcos monétonos y antimondtonos en el mismo sentido en
que lo haciamos de los modelos. Diremos que un marco JF satisface una férmula
@ syss lo hacen todos los modelos basados en ese marco, y que una familia de

marcos satisface una formula ¢ syss lo hacen todos los marcos de esa familia.

Teorema 4.15.3. Sea F*' el conjunto de todos los marcos kripkeanos con domi-
nios mondtonos. Se cumple que F F K, VrP(x) — Yz K, P(x) syss*®> F € FT.

21En realidad, podemos demostrar los dos teoremas que siguen para modelos, y no para
marcos, siempre que anadamos la condicion de que la funciéon de evaluacion asigne una constante
a cada elemento del dominio.

22Por razones técnicas —para poderle asignar una evaluacién— expresamos la conversa de la
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Demostracion: De derecha a izquierda , sea F € FT. Partimos del supues-
to de que M,s F K,VzP(x), para todo M tal que M = (F,v) y cualquier
s € W de la estructura M. Por evaluacion de K, M,t F VxP(z) para todo
t € W tal que sR,,t. De aqui se sigue que M’ t' F P(a/x) para todo M’ t' ta-
les que ' =ty M = MJv(a)/t]. Puesto que M’ o M |, hay un s tal que
t' es una alternativa epistémica cualquiera a s’ par; ael agente a;; y por tanto
M' s E K,P(a/z). Pero puesto que F € FT, si v(a) € D, entonces
v(a) € Dy, por lo que toda variante de M para a en s es también una variante de
M para a ent ;y puesto que M',s' E K,,P(a/t) para todo M’, s’ tales que s’ = s
y que M" = Mv(a)/t], M', s E K, P(a/t) para todo M’ s" tales que s’ = sy
que M' = M [v(a)/s]. Luego M, s F Vx K, P(z).

En sentido contrario, procederemos por contraposicion; esto es, supondremos
que F ¢ F* y demostraremos que F ¥ K, VeP(z) — VYx K, P(z). Supongamos
pues que F ¢ FT; entonces, hay al menos un s,t € W de F tales que D, € Dy; y
por tanto, hay al menos un elemento de ®©, digamos ¢, tal que ¢ € D5y ¢ ¢ D;.

Sea ahora M = (F,v), donde v se define de la siguiente forma:
v (s;, P) =D, (Para todo s; € W de la estructura M).

Por una parte, M,s F K, VxP (x); ya que para todo t € W de M tal que
SRy t, Mt EVaP (z). A su vez, esto es cierto porque v (t, P) = ®;; y por tanto,
para todo M’ t' tales que t' =ty M' = M [v (a) /t], M',t' E P (a/x).

Sin embargo, M, s ¥ Vx K, P (), ya que si fuera asi, deberia ocurrir que para
todo M’ s’ tales que ' = sy M' = M [v(a) /s], M',s' E K,,P(a/x); y por tanto,
que para todo t' € W de M’ tal que 'R,t', M,t E P(a/x). Pero esto no es
verdad, ya que hay un elemento de Dy (a saber, ¢) que no pertenece a ®;, y por
tanto, para v (a) = ¢, v (a) ¢ v (¢, P), y por tanto M,t' ¥ P(a/x). QED.

Dado que, por supuesto, todo modelo monétono estd basado en un marco
mondtono, de aqui se sigue que toda instancia de la conversa de la Formula Bar-
can es valida en cualquier modelo monotono; esto es, que si M € M, entonces
M £ CFB (donde M es el conjunto de todos los modelos monétonos y C'F' B

cualquier instancia de sustitucion de la conversa de la Formula Barcan).

Formula Barcan como una férmula concreta, y no como un esquema de féormula. Con todo, esta
demostracion es facilmente extendible a cualquier instancia de CFB, dado que para cualquier
modelo M y cualquier férmula (), se puede construir un predicado P tal que M F P(z) syss
M E p(x). Tal predicado es A\z¢(z). La misma observacion es vélida para el teorema siguiente.
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Lo que no se sigue, por las razones que hemos mencionado, es lo contrario; esto
es, que si M ¢ M™, entonces M ¥ CFB. Aun asi, dado un modelo no monétono
M siempre es posible encontrar una cierta instancia de CF B, digamos CF B’ tal
que para un cierto s € W de M, M,s ¥ CFB'?.

Teorema 4.15.4. Sea F~ el conjunto de todos los marcos kripkeanos con domi-

nios antimondtonos. Se cumple que F EVx K, P(x) — K, NtvP(z) syss F € F~.

Demostraciéon: De derecha a izquierda, sea F € F~. Partimos del supuesto
de que M, s E VoK, P(x), para todo M tal que M = (F,v) y cualquier s € W de
la estructura M. Por evaluacion de V, M’', s £ K, P(a/x) para todo M’ s tales
que s = sy M = M|v(a)/s]. De aqui se sigue que para todo t' € W’ tal que
s'Rot', M',t' E P(a/x).

Ahora bien, puesto que F C F~, si v(a) € D, entonces v(a) € D, por lo que
toda variante de M para a en t es también una variante de M para a en s. Puesto
que M’ ¢ E P(a/z) para todo t' € W’ de la estructura M’ tales que s'R,,t" y
M' = M[v(a)/s], M',t' = P(a/z) para todo t' € W' de la estructura M’ tales que
S'Ro,t" y M' = M [v(a)/t]; luego M,t E VzP (z).

Puesto que M’ = M y §Rt, también se cumple que sRt; y pues-

v(a)
to que t es una alternativa epistémica cualquiera a s respecto al agente ay,

M,skF K,NzP(z).

En sentido contrario, procederemos por contraposicion; esto es, supondremos
que F ¢ F~ y demostraremos que F ¥ Ve K, P(z) — K, VxP(z). Supongamos
pues que F ¢ F~; entonces, hay al menos un s,t € W de la estructura F tales
D, € D; y por tanto, hay al menos un elemento de @, digamos ¢, tal que ¢ € D,
ycé¢Ds.

Sea ahora M = (F,v), donde v se define de la siguiente forma:

v(s,P)=v(t,P)=29;,.

Por una parte, M, s £ Va K, P (z); ya que para todo M’ s tales que s’ = sy
M =M{v(a)/s], M',s" & K, P (a/z). Lo cual es verdad ya que para todo ¢ tal
que §'R,,t', se cumple que M', ' E P (a/x) (puesto que v (a) € Dy).

Sin embargo, M, s ¥ K, VzP (x), ya que para eso tendria que ocurrir que para
todo t tal que sR,,t, M,t E Yz P (z); y esto solo es verdad si para todo M’ t' tales

2La formula en cuestion es K, Vady (z = y) — VoK, 3y (x = y).
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quet' =ty M = MJv(a)/t], M't' E P (a/x). Pero esto no es cierto, porque para
v(a) =c,v(a) ¢ v(t,P),y por tanto M' t' ¥ P (a/z). QED.

Como en el caso anterior, y dado que, por supuesto, todo modelo antimono6tono
esta basado en un marco antimonétono, de aqui se sigue que toda instancia de
la Férmula Barcan es valida en cualquier modelo antimonétono; esto es, que si
M € M~ entonces M F FB (donde M~ es el conjunto de todos los modelos
antimonotonos y F'B cualquier instancia de sustitucion de la Formula Barcan).

Por las mismas razones tampoco se sigue lo contrario; esto es, que si M ¢ M,
entonces M ¥ FB. Aun asi, dado un modelo no antimonétono M, sigue siendo
posible encontrar una cierta instancia de F'B, digamos F'B’, tal que para un cierto
s €W de M M,s ¥ FB’; aunque en este caso necesitamos imponer el requisito
adicional de que la funcién de evaluacién asigne una constante a ciertos elementos
del dominio 4.

Un modelo puede tener dominios que sean a la vez mondtonos y antimonoétonos,
en ese caso diremos que es un modelo localmente constante. La nocién de modelo
de dominios localmente constantes (por abreviar, modelos localmente contantes)
no es idéntica a la de dominio constante, pero el conjunto de férmulas vélidas es

el mismo en ambos.

Definicién 4.15.5. Un modelo kripkeano extendido
M = <©7VV7R¢117"' 7Ram7v>

es localmente constante syss para todo s,t € W, si sR,,t, entonces ©;, = D,.

Teorema 4.15.6. Sea M¢ el conjunto de todos los modelos constantes, y M el

conjunto de todos los modelos localmente constantes. Epype p syss Fppe ©.

Demostracion: En un sentido resulta trivial: todo modelo constante es tam-
bién un modelo localmente constante; y por tanto, si una féormula ¢ es valida en
todo dominio localmente constante lo es también en todo dominio constante.

En sentido contrario, por contraposicién, supongamos una férmula ¢, un mo-
delo localmente constante M y un mundo posible s € W de M tales que M, s ¥ .

Para evaluar ¢ necesitaremos tener en consideraciéon una serie de mundos posibles

24Si M ¢ M~ debe haber al menos un s,t € W de la estructura M tales que para al menos
un elemento de D, digamos ¢, ¢ € D; y ¢ ¢ D,. Sea ¢ una constante tal que v(c) = c. Es facil
demostrar que M, s ¥ Ve K,,—(z = ¢) = Ky, Va—(z = ¢).
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1,82, , Sy tales que s1 Ry, 82, -+, 8,11, 8p; diremos que estos son los mundos
posibles relevantes para la evaluaciéon de la férmula.
Sea ahora M’ un modelo kripkeano extendido
! li ! / / /
M =(D W, R, - R, V)
tal que W’ consta de todos los miembros de W relevantes para la evaluacion de

©; sean R/

W Iy, las mismas R, , - -+, R,,, restringidas a los miembros de W;

sea @' =D, U---UD,, (donde sq,s9 -+, 5, son los mundos posibles relevantes
para la evaluacion ¢); y sea v’ la misma v restringida a W’ y ©’. Para empezar,
M’ es un modelo de dominio constante, ya que todos los elementos de W’ estan
conectados entre si por las relaciones de accesibilidad o, de lo contrario, no serian
relevantes para la evaluacion de . Ademaés, es obvio que M’, s ¥ ¢, ya que los

miembros de W’ son los tnicos relevantes para la evaluacion de . QED.

4.16. Sistemas axiomaticos

Para axiomatizar la LEPO con dominios variables ya no es suficiente con
anadir los axiomas de la légica epistémica a los axiomas propios de la logica
clasica de primer orden. La razén de esto que, como hemos visto, ni la regla de
Generalizacion Fxistencial ni la de Sustituibilidad de la Identidad funcionan sin
restricciones en este marco. En realidad, ni tan siquiera la regla de Instanciacion
Universal es valida sin mas cuando los dominios son diferentes en cada mundo
posible, ya que puede ocurrir que una formula p(z) sea vélida para todo valor de
x perteneciente al dominio de un mundo s, pero no para un cierto valor, digamos
c, perteneciente al dominio general del modelo; de manera que, si v(c) = c,
M, s EVzp(z), pero M, s ¥ o(c).

Tomaremos como términos primitivos —, =, V, = y K, aunque por simplicidad
escribiremos £(t) en lugar de su definicion Jz(z = ). AV, Ty K se definen de
la forma habitual. El vocabulario béasico consta de un conjunto P de predicados
n-adicos, un conjunto C de constantes individuales y un conjunto A de agentes.
Podemos prescindir de los términos de funcién, en cuyo caso la ocurrencia de un
término ¢ en un esquema de axioma debe interpretarse como la ocurrencia de una
constante. Las reglas de formacion de formulas son también las habituales, salvo

por lo referente a los términos de funcién, en caso de que decidamos prescindir de
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ellos.
La base que debemos adoptar para nuestra loégica de dominios variables consta

de los siguientes esquemas de axioma:
LPOL. ¢ = (¥ — ¢)
LPO2. (¢ = (¥ = x)) = (¢ = ¥) = (¢ = X))
LPO3. (—p = ) = (¥ — ¢)
LPO4. Vz (p — ¥) — (¢ — Yap) (Con la condicién de que = no ocurra libre en ¢)
LPO5. (VYxp(z) NE(L)) — ¢ (t/x)
LPO6. Vz(x =)

Ademas de las reglas:

=Y
Modus Ponens (MP): 192
Generalizacion (Gen): %V(f(/zf)

(Con la condicién de que t no ocurra en ¢)

to

t =
Sustituibilidad de la Identidad (SI): %

(donde ¢; y t5 son términos que no contienen variables y ¢; no cae en ¢ bajo

el alcance de un operador epistémico)

La restriccion a la regla SI sélo es necesaria en el caso de que nuestro lenguaje
cuente con términos de funcién, ya que las constantes se interpretan como desig-
nadores rigidos y no plantean problemas con la sustituibilidad de la identidad. En
caso de que decidamos prescindir de ellos podemos eliminar la restriccion.

A estos hay que anadir la regla de generalizacion del conocimiento y los axio-
mas A2 y A3 para obtener el sistema anélogo a T, de logica de primer orden
con dominios variables, al que denominaremos V'T,,,. Afiadiendo A4 obtenemos el

sistema V'S4,,, y anadiendo a este ultimo sistema el axioma A5 obtenemos V .S5,,.
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Los correspondientes sistemas para légicas epistémicas de primer orden
con dominios monétonos se obtienen simplemente anadiendo a los anterio-
res la conversa de la Formula Barcan. Asi, M7T,, = V1, + CFB y
MS4,, = V5S4, + CFB. Como era de esperar, los sistemas para logicas epis-
témicas de primer orden con dominios antimonoétonos sblo requieren agregar la
Formula Barcan, de modo que AT,, = VT,, + FB y AS4,, =V S4,, + I'B.

No hemos mencionado el caso de S5,, porque para él no tiene demasiado
sentido hablar de modelos mond6tonos o antimondtonos. La razén es que en S5,
la relaciéon de accesibilidad es simétrica, de manera que los dominios mondtonos
son también antimonoétonos, y por tanto localmente constantes; y ya hemos visto
que las férmulas vélidas en todos los dominios constantes son las mismas que las
férmulas validas en los dominios localmente constantes. Asi pues, V' S5,, + FB =
VS5, +CFB = CS5,,.

En cuanto al concepto de creencia, basta sustituir A3 por D para obtener los

sistemas analogos.

4.17. Correccion

Los esquemas de axioma LPO1, LPO2 y LPO3, asi como la regla de Modus
Ponens, son los propios de la légica proposicional, por lo que no nos parece nece-
sario demostrar su correcciéon. Hagamos pues las pruebas correspondientes a los
axiomas y reglas especificos de primer orden. Sea MV el conjunto de todos los

modelos kripkeanos extendidos de dominio variable. Se cumple:

Teorema 4.17.1. Para cualesquiera M, s tales que M € MYV y s € W de la
estructura M, y para cualesquiera formulas p,v € LEPO,

M, s EVz (o = 1) = (¢ — Va)

(siempre que x no ocurra libre en @).

Demostraciéon: Sean M € MY y s € W de la estructura M tales que
M,s E Yz (¢ — 1) y « no ocurre libre en ¢. Por evaluacion de V, esto significa
que M',s" E (¢ — 1) (a/x) para todo M’ s tales que s = sy M' = M [v(a)/s].
Supongamos ahora que M, s E ¢. Puesto que x no ocurre libre en ¢, a no ocurre

en ¢ (a/x), que es la misma . Ademas, puesto que M’ solo difiere de M en el valor
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asignado a a, M', s E ¢ (a/x); y por tanto, M’ s' E ¢ (a/x). Pero esto vale para
M’ s cualesquiera tales que ' = s y M’ = M [v(a)/s]; por tanto, M, s E V.
QED.

Teorema 4.17.2. Para cualesquiera M, s tales que M € MY y s € W de la
estructura M, y para toda formula ¢ € LEPO,

M,sE (Vep(x) NE(L) — ¢ (t/z).

Demostraciéon: Sean M € MY y s € W de la estructura M tales que
M, s E (VYxp(z) A E(t)). Por una parte, M, s F Vap(x); y por tanto M', s F p(a/x)
para todo M’ s tales que s = sy M’ = M [v(a)/s]|. Por otro lado, M, s £(t),
y por tanto v (t) € D, (porque & (t) =4y Jx(z = t)). Sea v (t) = t; dado que
t € D, hay un M’ = M [v(a)/s] tal que v (a) = t, y puesto que M', s E p(a/x)
para v (a) =t y M’ solo difiere de M respecto al valor de a, M, s F ¢ (t/x). QED.

Teorema 4.17.3. Para cualesquiera M, s tales que M € MV y s € W de la

estructura M,
M,sEVz(x=1x).

Demostraciéon: Supongamos que M,s ¥ Vx (r = z). Entonces para algin
M' s tales que & = sy M' = Mv(a)/s], M',s' ¥ a = a; o lo que es igual,
M' s E = (a = a). Pero esto es imposible, ya que v (s, a) es necesariamente igual
a que v (s, a). Asi pues, M, s EVx (z = x). QED.

Teorema 4.17.4. Para cualesquiera M, s tales que M € MYV y s € W de la
estructura M, y para cualesquiera formulas o, € LEPO, si M,s E ¢ — ¢ (t/x)
y t no ocurre en @, entonces M, s E o — Vi) ().

Demostracién: Sean M € MY y s € W de la estructura M tales que
M;s E ¢ — 1 (t) (supuesto que t no ocurra en ¢). Puesto que M es un modelo
cualquiera, también es cualquiera el valor que la funcién de evaluacién v asigna a
t, de manera que podemos afirmar que M’, s F (¢ — 1 (t)) (a/t), para todo M', s
tales que ' = sy M’ = M [v(a)/s]. Supongamos ahora que M, s E . Puesto que
t no ocurre en ¢ y M’ solo difiere de M en la evaluacion de a, M',s' E ¢ (a/t), y
por tanto M’ s" E 1 (t) (a/t). Pero si M, s E ¢ (t) (a/t) para todo M', s’ tales que
s'=sy M' = M v(a)/s], entonces M, s E Vxi) (x). QED.
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Teorema 4.17.5. Para cualesquiera M, s tales que M € MYV y s € W de la
estructura M, y para toda formula ¢ € LEPO, si M,sEt; =ty y M,sE ¢(t1),
supuesto que t1 no caiga en @ bajo el alcance de un operador epistémico, entonces
M,sE ¢ (ta/t1).

Demostracién: Sean M € MY y s € W de la estructura M tales que
M,s Ety =ty y M,s E ¢(t1), supuesto que ¢; no caiga en ¢ bajo el alcance
de un operador epistémico. Por evaluacion de =, v (s,t1) = v (s, t2); y puesto que
t; no cae en @ bajo el alcance de un operador epistémico, s es el tinico mundo
posible relevante para la evaluacion de ¢ (t2/t1). Asi pues, M, s E ¢ (t2/t1). QED.

Con esto queda demostrada la correccion de los esquemas de axioma y las
reglas de inferencia especificos de primer orden (con dominios variables). Si a los
teoremas demostrados en esta secciéon anadimos 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3 tendremos
demostrada la correcciéon de V'T,,; si anadimos 2.4.4, queda demostrada la correc-
cion de V' 54,,; todos los teoremas anteriores mas 2.4.5 demuestran la correcciéon
de VS5,,. En cuanto a los correspondientes sistemas para dominios mono6tonos
y antimondtonos, basta con demostrar la correccién de la Férmula Barcan y su
Conversa respecto a los modelos correspondientes, lo que ya se hizo en la seccién
4.15.

4.18. Completud

Para demostrar la completud de los distintos sistemas de légica epistémica
de primer orden con dominios variables seguiremos la misma estrategia que la
adoptada en 4.7, consistente en demostrar previamente el teorema de satisfaccion
mostrando como construir un modelo canénico. Por simplicidad, supondremos
un lenguaje sin términos de funcién. La diferencia con la demostracion de 4.7 es
que ahora, en vez de partir del concepto de conjunto mdrimamente consistente
y existencialmente saturado , partiremos del concepto de conjunto mdzimamente

consistente y existencialmente R-saturado®. Definamos este ultimo concepto:

Definicién 4.18.1. Un conjunto de férmulas I" en el lenguaje £ es existencialmen-

te R-saturado syss, para toda formula de £ de la forma Jzp (z), si Iz (z) € T

2’La R es por cuantificacién realista, que es la que estamos utilizando, por oposicién a la
cuantificacion posibilista, que es aquella cuyo &mbito de variabilidad es el dominio del modelo.
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entonces p (c¢/x) € I'y £(c) € ' (donde ¢ es una constante que no ocurre en

Jzp (z) y ¢ (c/x) es el resultado de sustituir uniformemente z por ¢ en ).

Dado un lenguaje numerable £ y un conjunto A de férmulas de £, para un cier-
to sistema axiomatico .S, siempre es posible construir un conjunto I' maximamente
S-consistente y existencialmente R-saturado que contiene a A. El procedimiento
es el mismo que usamos en la seccién 4.7, con la diferencia de que para cada for-
mula de la forma Jzg (z) anadimos no s6lo su instanciaciéon con una constante
individual ¢;, sino también la afirmacion de existencia de esa constante. Esto es:

Dado el lenguaje de la logica epistémica de primer orden sin constantes indi-

viduales L, , construimos una serie de sistemas lingiifsticos:

_ 1 1 1
Ly = {‘Covalaazv"' y @y
_ 2 2 2
Ly = {‘Clvalaazv"' y @
_ JjoJ J
‘Cj - {‘Cj—l’al’a%' L

L,=LoULiU-—-UL;U--

Y procedemos a la construccién de un conjunto maximamente S-consisten-

te y existencialmente R-saturado. Para ello suponemos todas las formulas de Lg

dispuestas en cierta ordenaciéon aq, am, -« - .y, y definimos una serie de conjuntos
9,15, -+, Tf tal como hicimos en 4.7:

N T0

i) Ip=A

i) Si ') U {1} es S-consistente, entonces [yt = I U {41 }; en caso con-

(o T — T
trario, I'y™ = I'.

Sea ahora 'y = T UTE, -+, T8 Obtenemos asf un conjunto maximamente
consistente, aunque no existencialmente R-saturado. Procedemos entonces a con-
vertirlo en un conjunto de formulas existencialmente R-saturado de la siguiente
forma:

Supongamos las formulas existenciales de I'y dadas en cierto orden. si Iz ()

es la k-ésima férmula existencial de I'y, anadimos a I'y las formulas:
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i) ¢ (a/z)
i) & (af)

K3

El resultado de estas adiciones es un conjunto I existencialmente R-saturado,
pero que ahora no es maximamente consistente.

Tomamos ahora I') = T}, y procedemos a maximizarlo tal y como hicimos con
'), con lo que obtenemos I'y =Y UTY, -, I'!. A continuacion, llevamos a cabo
la R-saturacion existencial de I'; por el procedimiento de anadir la instanciaciéon
de cada férmula existencial de I'; con una constante individual diferente de Lo y
la afirmacién de existencia de dicha constante, y asi sucesivamente.

Definimos ahora I' = THUTY - - -UT"Y. No resulta dificil probar que este conjunto
es maximamente consistente y existencialmente R-saturado.

Procederemos ahora a demostrar el teorema de satisfacciéon por el procedi-
miento habitual; esto es, construiremos un modelo canénico asignando un mundo
posible a cada conjunto maximamente consistente y existencialmente R-saturado,
el dominio de este modelo sera el conjunto de las constantes individuales conside-
radas como objetos. Llamaremos M, al conjunto de todos los modelos variables
reflexivos; M"', al conjunto de todos los modelos variables reflexivos y transiti-
vos; y M5 al conjunto de todos los modelos variables reflexivos, simétricos y

transitivos. Veamos los detalles.

Teorema 4.18.2. Para toda férmula ¢ € LEPO:

a St p es VI,,-consistente, entonces hay un modelo M € M; y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s E .

b Si ¢ es VS4,,-consistente, entonces hay un modelo M € M" y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s E ¢.

¢ Si p es VS5,,-consistente, entonces hay un modelo M € M"** y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s F ¢.

Demostracion: Como en el caso de la logica epistémica proposicional, hare-
mos primero la parte comtn de la prueba, cinéndonos al sistema V'T,,,. Posterior-
mente demostraremos que el modelo que presentamos pertenece a M, en el caso
de VT,,; a M%' en el de V. S4,,, 0 a M©7*! en el de V. S5,,.
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La construccién del modelo candnico es esencialmente igual a la de la seccién
4.7, salvo por lo que respecta a la funcién de evaluacion. Sea CR™ (V'T,,) el con-
junto de todos los conjuntos maximamente VT,,-consistentes y existencialmente
R-saturados de formulas de LEPO, P el conjunto de letras predicativas del len-
guaje L,, A el conjunto de agentes y Cons = {c1,---,¢;} el conjunto de las
constantes individuales del lenguaje L,,.

Definimos el modelo MY = {®D, W, R,,, -+ , R,,,,v} de la siguiente forma;

El dominio del modelo candnico es el conjunto de las constantes del lenguaje,

tomadas como objetos:
D ={ci|c € Cons}
W se definen como en el caso de los dominios constantes:
W ={ss |®©€CR" (VT,)}
La funcién de evaluacion v se define, ahora, como sigue:

a) v (¢) = ¢ (Para todo ¢; € Cons)
b) v (se,¢;) € v(se, D) (esto es, v (s, ;) € Ds,) syss € (¢;) € P

c) (v(er),v(ca), - ,v(cy)) € v(se, P") syss P"(c1,¢a,--¢,) € ® (Para cua-

lesquiera ¢y, o, -« + , ¢, € Cons)
Las relaciones de accesibilidad se establecen como en los casos anteriores:

R., = {(ss, sv) | para todo a € LEPO, si K,,a € ®, entonces o« € U}

(para cualesquiera conjuntos ®,¥ € C* (VT,,),y a;, € A)

Una vez construido el modelo M ¢, se demuestra por induccién sobre el grado
logico de ¢, que para toda formula ¢ € LEP, M, 54 E ¢ syss ¢ € ®:

La base es trivial. Los casos de los operadores proposicionales y del operador
K son ya conocidos. Presentaremos tnicamente la prueba para el caso en que ¢

es Vo ().
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De izquierda a derecha, supongamos que MY, sq E Vap (z). Por evaluacion de
V, M’ s E p(a/x) para todo M’, sy tales que shy = s¢ vy M' = M [v(a)/ss)].
Ahora bien, puesto que el dominio del modelo es el conjunto de las variables
individuales del lenguaje £,, tomadas como objetos, esto quiere decir que M, s4
¢ (¢;/z), para todo ¢; € Cons tal que v(c;) € D4, 2% de donde se sigue, por
hipotesis de la induccion, que ¢ (¢;/x) € ® para todo ¢; € Cons tal que v (¢;) €
9D, . Ahora bien, por construccion del modelo, v (¢;) € D, syss € (¢;) € ®; luego
para todo ¢; tal que € (¢;) € ®, ¢ (¢;/x) € . De aqui se sigue que Jz—yp (z) ¢ ;
pues de lo contrario, al ser ® existencialmente R-saturado, ocurriria que = (¢;) €
Oy £(cj) € ® para algin ¢; € Cons , con lo cual ® no serfa consistente. Ahora
bien; si Jz—p () ¢ @, entonces ~Jx—p (z) € P, puesto que ¢ es maximamente
consistente. A su vez, ~3z—p (x) — Yy (z) € , puesto que es una tesis de CT,,.
De donde, por R1, Yz (z) € .

En sentido contrario, supongamos que Vzp (x) € ®. Puesto que ® es méxi-
mamente consistente, (Vzp(z) AE(c;)) — ¢ (¢;/x). Luego, para todo ¢; tal que
E(c;) € P, v (c;/x) € ®; y por hipdtesis de la induccion, MY, sg F ¢ (¢;/x). Aho-
ra bien; € (¢;) € ® syss v (8¢, ¢;) € Ds,, y por tanto M, sg F ¢ (¢;/x) para todo
¢ tal que v (sg,¢;) € Ds,. Esto equivale a decir que M’, sy F ¢(a/z) para todo
M| s tales que sf, = s y M' = M [v(a)/ss); y por tanto, que MY, sq E Vap (7).

Como en los caso anteriores, esta parte de la prueba es idéntica para los tres
sistemas implicados, simplemente sustituyendo VT, por V' 54,, o V.55,,. La de-
mostracion de que M € M, en el caso de VT, ; M® € M en el de VS4,,; y
MY € Mt en el caso de VS5,,, es idéntica a la analoga para el caso proposi-
cional (Teorema 2.5.4), por lo que consideramos superfluo repetirla. QED.

Una vez demostrado el teorema de satisfaccion, la completud se sigue de forma

practicamente automatica:

Teorema 4.18.3. Para formulas en LEP:

a) VT, es una axiomatizacion completa respecto a M.
¢) V84, es una aziomatizacion completa respecto a M.

d) VS5, es una axiomatizacion completa respecto a M!**.

26Vid nota 15 de la seccion 4.7. La diferencia con la prueba realizada en ese lugar es que ahora
el ambito de variabilidad de los cuantificadores es el dominio de cada mundo posible.
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Demostracion: Se sigue de 4.18.2. La demostracion es idéntica a la del teo-
rema 2.5.5, por lo que no consideramos necesario repetirla. QED.

Con esto queda demostrada la correcciéon y la completud de los sistemas axio-
maticos VT,,, V.S4,, y V.S5,, respecto a M?, M"t y M!St respectivamente. Por
lo que hace a los mismos sistemas para dominios mondtonos o antimondétonos,
baste recordar que en la secciéon 4.15 quedd demostrado que un modelo M satis-
face la conversa de la Formula Barcan si y solo si es monotono (teorema 4.15.3);

y la Formula Barcan si y sélo si es antimonétono (teorema 4.15.4).

4.19. Tablas semanticas

Ya hemos visto que el problema de las légicas de dominios variables radica
en que no podemos estar seguros de que los términos de individuo designen a
un objeto realmente existente en un mundo posible dado, ni tampoco es seguro
que designen al mismo individuo en todos ellos. Todas las criticas a la cuantifica-
cion en contextos modales parecen descansar en tltima instancia sobre estos dos
problemas.

El primero de ellos, el de la existencia en distintos mundos posibles, nos obliga
o modificar las reglas habituales de la légica de primer orden. Hemos visto tam-
bién que ni ¢ (t/x) — Jre (r) ni Yop (r) — ¢ (t/z) son validas sin restricciones
cuando nos enfrentamos a una logica epistémica de dominios variables, y esto
nos obliga a modificar las reglas de nuestro método de tablas semanticas. Espe-
cificamente, la regla del cuantificador universal, que nos obliga a escribir ¢ (¢;)
para cada parametro ¢; que aparezca en la rama, deja de ser valida, puesto que
el objeto designado por ¢; podria no existir en el dominio del mundo posible en
el que evaluamos Vxy (). Hay varias maneras de solucionar este problema, una
de ellas es recurrir al predicado de existencia. Las reglas correspondientes a los

cuantificadores quedarian de esta manera:

5. Si la formula etiquetada a marcar es o :: Vxa, para cada pardmetro c; que
aparezca en la rama se abren dos sub-ramas, en una de las cuales se escribe
o a(c/x)yenlaotra o =€ (¢;). La formula a la que se ha aplicado la
regla se marca con ¢;. (En caso de no haber uno disponible, se introduce un

parametro nuevo).
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6. Si la formula etiquetada a marcar es ¢ :: dxa, se escribe consecutivamente
al término de la rama o :: o (cpy1/2) v 0 2 € (cpy1), donde ¢, es el ultimo
pardmetro que aparece en la rama. La féormula a la que se ha aplicado la

regla se marca con ¢,41.

En el caso de la identidad, el problema es el mismo que ya vimos al hablar de las
logicas de dominio constante. Si no introducimos términos de funcién podemos
utilizar la versiéon normal de las reglas , ya que las constantes individuales se
interpretan como designadores rigidos. Si admitimos términos de funcién, debemos
ser mas cuidadosos. Las reglas a aplicar son las que ya mencionamos en el apartado
4.13. El resto de las reglas, incluidas las de herencia, son las mismas que en el
caso proposicional.

Mas complicado es el caso de las légicas de dominios mondtonos y antimonéto-
nos. Una posibilidad, por supuesto, es adoptar como asuncion del arbol la conversa
de la Formula Barcan, en el Primer caso, o la Féormula Barcan, en el segundo;
puesto que ya vimos que cada uno de estos tipos de modelos queda caracteriza-
do por una de estas dos formulas. Si esta posibilidad parece demasiado pedestre,
siempre queda la opcién de introducir una regla de herencia anéloga a las que
usabamos para los operadores epistémicos. En el caso de dominios monétonos,

esta regla seria la misma para los sistemas MT,, y MS4,,:

HE': Si en una rama del arbol aparece una formula etiquetada de la forma
o :: € (cj), se escribe al término de la rama o.a;n :: € (¢;), para toda etiqueta

o.a;n que aparezca en la rama.
En el caso de dominios antimondtonos, la regla es exactamente la simétrica:

HE™: Si en una rama del arbol aparece una férmula etiquetada de la forma

o.a;n :: € (cj), se escribe o :: € (¢;) al término de la rama.

Como ocurria con las demas reglas de herencia, estas dos sblo se aplican si el
consecuente de la regla no aparece ya en la rama.

HET y HE™ son suficientes para MT,, v AT,,, respectivamente; pero no para
MS4,,. La razon es que introdujimos una restriccion a la regla de K que permitia
encontrar un modelo finito en casos que, de otra manera, producirian una tabla

infinita. Recordemos que cuando la férmula etiquetada a marcar es o :: K,,a, la

regla nos obliga a escribir o.a;n :: K,,« al término de la rama, para un n tal que
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0.a;n sea una nueva etiqueta; pero con la siguiente restricciéon : “salvo que 7 :: «
aparezca en la rama y 7 sea un ascendiente epistémico de o, en cuyo caso se da
la regla por aplicada y se marca la férmula con K (7). Esta salvaguarda no es
realmente necesaria para T,,, va que al no ser transitiva la relacion de accesibilidad
no se da la circunstancia de que se pueda producir una rama infinita; por lo que
podemos tranquilamente prescindir de ella.

En 54,,, en cambio, necesitamos la restricciéon para garantizar la eficacia del
algoritmo; pero a cambio, esta limitacion a la regla hace que HE "no sea suficiente.
Pensemos que cada etiqueta representa un mundo posible; cuando una etiqueta
o.a;n es una extension de una etiqueta o, esto significa que el mundo posible
representado por la primera es accesible desde la segunda; lo que justifica la apli-
cacion de HE' y HE™. Este es el mecanismo general por el que se establecen las
relaciones de accesibilidad; pero cuando, en aplicaciéon de la restriccion a la regla
4, marcamos con K (1) una formula etiquetada de la forma o :: [/(\'ala, porque
T :: v aparece en la rama y 7 es un ascendiente epistémico de o, lo que en realidad
estamos haciendo es establecer que el mundo representado por la etiqueta 7 es
accesible desde el mundo representado por ¢. De este modo, en el caso de que los
dominios sean mondtonos, si para un parametro ¢ cualquiera, o :: € (¢) aparece
en la rama, deberia aparecer también 7 :: £ (¢). En el caso de M S4,,, por tanto,

deberemos anadir la siguiente regla:

HS4E": Si en aplicacion de la restriccion a la regla 4, marcamos con K (1) una
féormula etiquetada de la forma o :: [A(aim se escribe al término de la tabla

7 2 € (¢;), para todo parametro ¢; tal o :: € (¢;) aparece en la tabla.

Como en los casos anteriores, esta regla solo se aplica si su consecuente no aparece
ya en la rama.

En cuanto al sistema AS4,,, no necesitamos una regla analoga a HS4E™: puesto
que 7 es un ascendiente epistémico de o, esta ultima etiqueta es una extension
de la primera, y por tanto la regla HE™ basta para garantizar la monotonia del
modelo resultante.

No hemos mencionado los casos M S5,, y AS5,,, porque, como ya vimos, ambos
son iguales entre siy a C'S5,,; por lo que la reglas son las mismas que para dominios
constantes. Todas estas reglas son aplicables sin modificaciones a los sistemas co-

rrespondientes de légica doxéstica.
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Cuadro 4.3: Formula Barcan

1) 1:VaK,P(x)A [/(\'aﬂm—'P(x) A (asuncion)

2) 1= V.%KQP(‘CL’) . (de 1)
|

3) K,3-P(z) » (de 1)

(1.al)

4) l.al : ElxﬂP‘(w) o (de 3)

5) l.al: —|P‘(cl) (de 4)

6) l.al: ‘5(01) (de 4)

T

7 1:K,P(a1) & (de2) 8) 1:=E(c1)(de?2)

9) lal:P (cl)‘ (HKT de 7)

|
®

4.20. Un par de ejemplos

A modo de ejemplo, demostraremos que la Formula Barcan y su conversa no
son ya vélidas con las nuevas reglas para dominios variables. En los cuadros 4.3 y
4.4 se muestran las tablas semanticas de las negaciones de la Féormula Barcan y
su conversa.

Es facil comprobar que estas tablas se vuelven cerradas si anadimos la regla

HE™, en el primer caso, o HE™, en el segundo.

4.21. Correccion

Procederemos ahora a demostrar que este método de tablas que acabamos

de presentar es correcto con respecto a los distintos conjuntos de modelos con
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Cuadro 4.4: Conversa Formula Barcan

1) 1: K,VzP(z) A3zK,~P(z) » (asuncion)

2) 1= KaV:L'P(‘l’) K (de 1)

|
3) 1:3daK,~P(x) .

4) 1 V:L’P(.T‘) o (de 2)
|

(de 1)

1

~

5 1: Ko P(a)  gaay (de 3)
6) 1:¢& (cl‘) (de 3)
7) 1:P(c) (de 4) 8) 1:-E(c1)(de4)
9) l.al ﬂP‘(cl) (de 5) <§‘Z>

11) l.al :: P(cy) (de 10) 12) l.al:: =€ (c¢p) (de 10)



4.21. CORRECCION 123

dominios variables. Esto es:

Teorema 4.21.1. Para formulas de LEPO, si la tabla semdntica de un conjunto

de formulas I' tiene al menos una rama abierta, entonces I' tiene un modelo.

Demostraciéon: Como en el caso proposicional, la demostracién consta de dos
partes. La primera consiste en mostrar como se construye el modelo a partir de
una rama abierta del arbol; la segunda, en demostrar que el modelo asi construido
satisface a la férmula. Realizaremos una prueba tnica para los calculos VT,
V84, y VS5,,%7, indicando las diferencias alli donde sea preciso.

Construccion del modelo: Sea F el conjunto de féormulas etiquetadas que apa-
recen en una rama abierta de la tabla semantica de I', y 3 el conjunto de etiquetas

que aparecen en dicha rama. Definimos un modelo
M = <©a VV7 Ra17 t ,Ram,’U>

de la siguiente forma:
El dominio del modelo es el conjunto de parametros de individuo que aparecen

en la rama abierta de la tabla. Esto es:

D={c|o:ply) eF}

W se define como en 2.8.1. Esto es, creamos un mundo posible por cada eti-
queta que aparezca en la rama. Llamaremos s, al mundo posible correspondiente
a la etiqueta o. Asi pues, W = {s,|o € X}.

Las relaciones de accesibilidad entre mundos posibles las definimos como en el

caso proposicional:

Al. Si T = 0.a;n, entonces s,R,,s..

A2. Sio:: K, «a € F y aparece marcada con K, entonces s, R, 8,2

27Como hicimos en los casos anteriores, llamaremos a cada uno de estos calculos como los
correspondientes sistemas axiomaticos.

28Como ya hemos dicho otras veces, en el calculo VS5, esta clausula es redundante, pues se
sigue de 1 y 3.
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A3. Segun se trate del calculo VT,,, VS4,, o V.S5,,, cada relacién de accesi-
bilidad R, es respectivamente: reflexiva; reflexiva y transitiva; reflexiva,

simétrica y transitiva.
La funcién de evaluacion v se define como sigue:
a) v(g)=¢
b) v (s, ¢;) €V (8, D) (esto es, v (sy,¢;) € Dy, ) syss o E(¢;) € F
¢) v (sst;) =v(ss,t;) syss o 2 t; =t; € F (Para cualesquiera t;,t; € T')
e) (v(cr),v(ea), - ,v(cn)) €V (Sy, P") syss o2 P (c1,¢0,+ - ¢y) €F

Como en todos los casos anteriores, respecto al modelo asi construido también
se cumple que s, R, s, siy solo si 0 H,, 7 (Lema 2.8.2)%.
Una vez construido el modelo, demostramos el siguiente lema por induccién

sobre el grado logico de la formula :

Lema 4.21.2. Sio :: ¢ € F, entonces M, s, F .

Demostracion:
A la base hay que anadir, aparte del caso trivial en que ¢ es P™ (¢y,--+ ,¢y),
cuya prueba es idéntica a la de 4.10.2 ;| el caso en que ¢ es t; = ty: Por la

construccion del modelo, si o :: t; =t; € F , entonces v (s,,t;) = v (S5, t;); ¥ por
evaluacion de =, M, s, F t; =t;.

En el caso de los operadores proposicionales y epistémicos, la demostracion
es igual a la que se realiz6é en 2.8.3; por lo que no nos parece necesario repetirla.

Centrémonos pues en los cuantificadores:

5. ¢ =Vxa: Sio ::V(r)a € F entonces, por la regla 5, para todo parametro
individual ¢; que aparezca en la rama se abren dos subramas, en una de
las cuales se escribe o :: a(¢;/z) y en la otra o 1 =€ (¢;). Asi pues, para
todo parametro ¢; tal que &€ (¢;) € F, la rama que contiene o :: =& (¢;) es
cerrada; y puesto que por hipotesis la tabla tiene una rama abierta, la rama

que contiene o :: a(c;/x) es abierta. De aqui se sigue, por hipdtesis de la

29Recordemos una vez mas que o H,, T se lee “T es a;-hereditaria con respecto a o™ y se define
asi: 0H,, T siy solo si para toda formula K, ¢ tal que o :: Kp,p € F, 7 p € F.
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induccion, que M, s, E a (cj/x) para todo ¢; tal que o :: £ (¢;) € F. Ahora
bien, por construccion del modelo v (s,,¢;) € Dy, ) syss 0 = € (¢;) € F; asi
pues, M,s, F a(cj/x) para todo ¢; tal que v (c;) € D,,; y puesto que el
dominio de M esta constituido por todas las constantes que aparecen en
la rama abierta de la tabla tomadas como objetos, y sélo por ellas, esto
equivale a decir que M’, s/ E a(c;/x) para todo M’ s tales que s = sy
M’ = M [v(c;)/s,)*°; y por tanto, que M, s, F Vza.

6. ¢ = Jra: Si o I(x)a € F entonces, por la regla 6, o :: a(¢;/z) € F'y
€ (¢;) € F, para un parametro individual ¢; que atn no haya aparecido en
la rama. Por hipotesis de la induccion, M, s, F a(¢;/x) y M, s, E € (¢).
Ahora bien, por construccion del modelo v (s,,¢;) € D, syss o :: € (¢;) € F;
asi pues, M, s, F a(¢;/z) para algin ¢; tal que v (¢;) € D, ; y puesto que
el dominio de M esta constituido por todas las constantes que aparecen en
la rama abierta de la tabla tomadas como objetos, y sélo por ellas, esto
equivale a decir que M’', s E a(c;/z) para algin M’ s’ tales que s’ = sy
M’ = M [v(¢;)/s0); v por tanto, que M, s, F Jza.

Demostrado este lema, el teorema 4.21.1 se sigue igual de trivialmente que en
el caso proposicional: para cada formula ¢ € I, es claro que 1 :: ¢ € F (donde 1
es la primera etiqueta que aparece en el arbol); y por el lema 4.21.2, M, s; E .
QED.

4.22. Completud

La prueba de completud del método de tablas que acabamos de presentar
no es esencialmente diferente de la demostracién correspondiente para modelos

constantes, salvo, por supuesto, por lo que respecta a la cuantificacion:

Teorema 4.22.1. Para formulas de LEPO, si una formula ¢ tiene un modelo,

entonces su tabla semdntica tiene al menos una rama abierta.

Demostracion: se realiza por induccién sobre el grado logico de la férmula.
Como anteriormente, denominaremos F al conjunto de formulas etiquetadas que

aparecen en una rama abierta de la tabla.

30Vid. nota 20 de la seccion 4.10.
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La base es trivial, y los casos de los operadores proposicionales y epistémicos,

se demuestran igual que en 2.9.1. Presentamos la prueba para los cuantificadores:

5. ¢ = Vza: Partimos del supuesto de que M, s E Vxa. Asi pues, dado cualquier

¢; tal que v (¢;) € ®© de la estructura M, hay dos posibilidades:

La primera, que v (¢;) ¢ Dg, en cuyo caso M,s ¥ £ (¢;), y por tanto
M, s E =€ (¢;). Por hipotesis de la induccion , de aqui se sigue que la tabla

semantica de o :: =& (¢;) es abierta.

La segunda, que v(¢;) € Dg, en cuyo caso M,s F a(c/x), ya que
M' s E a(a/x) para todo M', s tales que & = sy M' = M [v(a)/s], y
v (¢;) es uno de los valores pertenecientes al dominio de s que puede adop-
tar a. En este caso, por hipétesis de la induccién, la tabla seméntica de
M, s E a(c;/x) es abierta.

Ahora bien, por la regla 5 | para todo parametro individual ¢; que aparezca
en la rama se abren dos subramas, en una de las cuales se escribe o :: a (¢;/7)
y en la otra o = =& (¢;). Si v(e;) ¢ Ds, entonces la tabla seméntica de
o =€ (¢;) es abierta, y por tanto la de o :: Voo también lo es. Siv (¢;) € D,
entonces la tabla seméntica o :: a (¢;/x) es abierta; y por tanto la de o :: Vxa

también lo es.

6. ¢ = dza: Partimos del supuesto de que M,s F dza; y por tanto que
M' s E ¢(a/x) para algin M’ s tales que s’ = sy M' = M [v(a)/s]. Esto
es tanto como decir que M, s F a/(¢;/x), para algun ¢; tal que v (¢;) € D,y
por hipotesis de la induccion, la tabla seméntica de o :: « (¢;/x) es abierta.
Pero si v (¢;) € D, entonces también es verdad que M,s F £ (¢;), y por

hipotesis de la induccion, la tabla seméntica de £ (¢;) es abierta.

Ahora bien, por la regla 6 , si o :: Jza € F, entonces o :: a(¢;/x) € Fy
o :: € (¢;) (para un ¢; que aun no haya aparecido en la rama). Como hemos
visto, tanto la tabla seméntica de o :: a(¢;/z) como la de o :: € (¢;) son

abiertas; y por tanto la de o :: dza también lo es. QED.



Capitulo 5

Conocimiento de grupos

5.1. Nociones fundamentales

Cuando tratamos con el conocimiento (o las creencias) que tienen los agentes
que interactiian en un grupo, con frecuencia no es suficiente con disponer de
los operadores de conocimiento relativos a cada agente. Ya mencionamos en el
capitulo anterior que podria ser interesante cuantificar sobre los subindices de los
operadores epistémicos, y poder expresar cosas tales como “alguien sabe que ¢”
o “todo el mundo sabe que ¢”. Aunque en este caso seria perfectamente factible
recurrir a la cuantificaciéon, hay otras nociones de conocimiento de grupos que
requieren un tratamiento mas especifico, por lo que serd necesario disponer de
operadores adicionales .

Una de estas nociones que no pueden tratarse meramente con la cuantificacién,
y que fue introducida por Lewis! para el estudio de las convenciones, es la de
conocimiento comun. Lewis estimaba, efectivamente, que para que exista una
convenciéon no es suficiente con que todo el mundo sepa algo; es necesario ademés
que todos sepan que todos lo saben, que todos sepan que todos saben que todos
lo saben, etc. las normas de trafico son un ejemplo en este sentido: aunque todo
el mundo las conozca, es necesario también que todos sepan que los demas las
conocen, etc. ; Como si no se atreverfa alguien a cruzar un semaforo? Es probable
que la nocién de conocimiento de grupos sea esencial, por ejemplo, para explicar
los complejos fenémenos econémicos; y es probablemente la ignorancia de estas

cuestiones lo que explica la insuficiencia de muchas de las teorias que intentan dar

Lewis, D.K. (1969).

127



128 CAPITULO 5. CONOCIMIENTO DE GRUPOS

cuenta de ellos.

Una nocién més débil, pero que ha despertado interés especialmente en cien-
cias de la computacion, es la de conocimiento implicito o distribuido. Dos personas
pueden tener la misma fecha de cumpleanos sin saberlo, pero obtendrian de inme-
diato este conocimiento con s6lo que pusieran en comin lo que cada uno de ellos
sabe. En este caso diremos que es conocimiento distribuido en el grupo (formado
por esas dos personas) que ambos tienen la misma fecha de cumpleanos.

Los operadores habituales en la literatura sobre el tema 2

se representan con
los signos E, C'y D. Ey significa intuitivamente “todo el mundo sabe que ¢”. Asi

pues, dado un grupo A de m agentes, Fy equivale a la conjuncion finita
Koo NKoyp N NK,, @.

Notese que, aunque aceptemos el axioma de introspeccién positiva para K, esto
no vale necesariamente para E. El axioma de introspeccién positiva nos dice que
si alguien sabe algo, también sabe que lo sabe (formalmente, K, ¢ — K, K, ©),
pero el hecho de que todo el mundo sepa algo no implica que todos sepan que
todos lo saben. Imaginemos una mano de péker con cuatro jugadores en que cada
uno tiene un as: todos saben que nadie tiene un poker de ases, pero no saben que
los demas lo saben.

Pero la situacion cambia cuando algo ocurre publicamente. Si en un juego de
naipes, por ejemplo, una carta esta boca arriba sobre la mesa todos los jugadores
saben que nadie tiene esa carta, todos saben que todos lo saben, etc. Expresamos
esto mediante la nociéon de conocimiento comiin, que representamos mediante el
operador monédico C. C¢ se lee "es de conocimiento comtn que ¢, y podria

considerarse equivalente a una conjuncién infinita de la forma
EoNEEp \NEEEp...

Es interesante destacar que, al contrario de lo que ocurre con el operador £, C
sf que cumple el principio andlogo al axioma de introspeccién positiva: si algo es de
conocimiento comun, también es de conocimiento comun que es de conocimiento
comtn (formalmente, Cp — CCy).

Dy, por ultimo, expresa que ¢ es conocimiento implicito o distribuido en un

grupo. Viene a referirse al conocimiento que todos ellos tendrfan si pusieran su

2Fagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y Vardy, M.Y. (1995).
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conocimiento en comin, por eso se ha glosado a veces como “el hombre sabio sabe
que ¢”. Todos estos operadores pueden llevar un subindice que expresa el grupo
al que hacemos referencia. En general, omitiremos este subindice cuando quede
claro por el contexto.

Es facil ver que entre estos operadores se da una relacion de implicacion:

Cp — Ep— Dy

Para algunos propoésitos, como el de elaborar un método de tablas semanticas,
necesitaremos ademas contar con los duales de estos operadores®, que definimos

como sigue:
E =gef ~E~p
64/7 =gey ~Cg
D =gef =D
Egp se lee “es posible para alguien que ¢” y, dado un conjunto A de m agentes,
equivale a la disyuncion:

[A(algp vV IA(GQQO V..V IA(amgo

C, por su parte, se puede entender intuitivamente con el significado “es com-
patible con el conocimiento comiin que ¢”, y se podria considerar equivalente a la

disyuncién infinita
EoV EEpV EEFEp...

Naturalmente, una disyuncion infinita de este tipo va a complicar enorme-
mente la confeccion de las tablas seméanticas, haciendo que en determinados casos
aparezcan ramas infinitas, lo que hace que el procedimiento que presentamos sea
solo semidecidible?.

Por tltimo, aunque no tiene una traduccion muy clara al lenguaje natural, ﬁgp

significa intuitivamente “es compatible con lo que sabe el grupo que ¢”.

3También introducen operadores analogos a estos Alberucci, L. y Jéiger, G. (2005).
4En el sentido definido en la nota 2 del Cap. 1.
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5.2. Sintaxis y semantica

Para construir el lenguaje de la logica epistémica proposicional ampliada con
estos nuevos operadores, que denominaremos LFEP(G), no necesitamos méas que
ampliar las reglas de formacién de férmulas de la siguiente forma:

Sea P un conjunto no vacio de variables proposicionales, y dado un conjunto
A de agentes , LEP(G) es el conjunto més pequeno que cumple las siguientes

condiciones:

1. Sipe P,pe LEP(G).

[\)

. Si ¢ € LEP(G), ~¢ € LEP(G).

w

. Sip,p € LEP(G) , o AN, oV oy p— 1€ LEP(G).

W

. Si € LEP(G), Ko,p, Ko, 0, B¢, Ep,Cpy Cp € LEP(G)
(para a; € A).

En cuanto a la semantica, seguimos considerando un modelo M como una es-
tructura M = (W, Ry, ..., Rq,,,v), y definimos la verdad de una férmula ¢ en un
mundo posible s € W de la estructura M de la forma habitual para los functo-
res proposicionales y los operadores K y K (clausulas 1-7 del apartado 2.2). Las
clausulas correspondientes al operador E podrian expresarse simplemente como

sigue:
8. M,sFE Eypsyss M,sF K, para todo a; € A.
9. M,skE E(p syss M, s E K, para algin a; € A.

El significado intuitivo de estas clausulas es absolutamente claro: Fy es ver-
dadero en un mundo s € W de la estructura M si también lo es K, para todo
agente a; € A. Esto es lo mismo que decir que ¢ es verdadera en todo mundo
posible accesible desde s para cualquier agente a; € A; de manera que podemos

expresar 8 y 9 de esta otra forma:

8. M,sE Ep syss M,t E ¢ para todo t tal que (s,t) € Ry, U---U R, (para
todo Ry, ..., Ra, € M).

9. M,sE E(p syss M,t E ¢ para algun ¢ tal que (s,t) € R,, U---U R, (para
todo Ry, ..., Ra, € M).
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La clausula correspondiente al operador C' resulta algo mas complicada. Antes
de presentarla, debemos precisar la terminologia: dados s,t € W de la estructura
M, diremos que s es alcanzable desde ¢ syss hay uy, ug, -+ ,u, € W tales que
sRup, u1 Rojug, ..., up Ry, t para agentes a;, aj, ap € A que pueden ser diferentes.
Hablando toscamente, si hay un camino desde s hasta ¢ que puede pasar por
diferentes mundos posibles cada uno de los cuales puede ser accesible desde el
anterior para un agente diferente. Una vez definida esta nocién, podemos estipular

las clausulas para C'y C:
10. M,sF Cyp syss M,t E ¢ para todo t alcanzable desde s.
11. M;sFE 690 syss M, t F ¢ para algtn ¢ alcanzable desde s.

En cuanto a la nocién de conocimiento distribuido, captaremos mejor su sig-
nificado si reparamos en que cuanto mayor es la cantidad de conocimiento de que
dispone un agente, menor es el niimero de mundos que considera posibles. Un hi-
potético agente que fuera adquiriendo paulatinamente el conocimiento que tiene
cada uno de los otros miembros del grupo, iria simultineamente reduciendo el
numero de mundos que para él son posibles, hasta dejarlos reducidos exactamente
a aquellos que todos consideran posibles. Expresamos esta idea mediante las dos

siguientes clausulas:

12. M,sE Dy syss M,t F ¢ para todo t tal que (s,t) € R,, N---N R, (para
todo Ry, ..., Ra, € M)

13. M,sE ZA)<p syss M,t E ¢ para algun ¢ tal que (s,t) € R,, N---N R, (para
todo Ry, ..., Ra, € M)

5.3. Propiedades del conocimiento de grupos

Una vez que hemos establecido la semantica de esta logica epistémica ampliada
con operadores especificos de conocimiento de grupos, podemos establecer algunas
propiedades interesantes que nos seran utiles para la axiomatizacion de la teoria®.

Respecto al operador E, su semejanza con el cuantificador universal lo ha-
ce poco interesante de comentar. Es obvio que de su propia seméantica se sigue

inmediatamente:

5En este apartado, como en el siguiente, seguimos béasicamente a Fagin, R., Halpern, J.Y.,
Moses, Y. y Vardy, M.Y. (1995).
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Ep <+ KgpN---ANK,

am

(para todo i, € A, j <m),

que basta para caracterizar completamente a este operador.

E no cumple el axioma de introspeccién positiva, como ya se ha dicho, ni
tampoco el de introspeccién negativa, pero si que cumple el axioma de distribucién
y, en todos los modelos en que la relacién de accesibilidad es reflexiva, el axioma

de verdad del conocimiento. Procedemos a demostrarlo a continuacion:

Teorema 5.3.1. Para todo modelo kripkeano M vy toda formula ¢,
ME EpNE (e — ) — E.

Demostraciéon: Sea M cualquier modelo kripkeano y sean s,t € W de la
estructura M tales que M,s E Eo NE (¢ =)y (s,t) € R;U---UR; (para todo
R;...R; € M). Puesto que M,s E EpANE (¢ =), Mt E @y M,tE ¢ —1; de
aqui se sigue que M, t E ¢.Asi pues, M, s E Ey. QED.

Teorema 5.3.2. Sea M" el conjunto de todos los modelos kripkeanos reflexivos.
Para todo M € M" y s € W de la estructura M,

M,sE Ep — .

Demostracion: Sea M € M" y sea s € W de la estructura M tal que
M,s E E¢. Puesto que M € M", (s,s) € R, U---U R, (para todo
R.,,...,Ra, € M);y por tanto M, s F ¢. QED.

El operador C, por supuesto, también cumple los axiomas de distribucién vy,
en todos los modelos reflexivos, de verdad del conocimiento. la demostracion en

completamente analoga a la anterior:

Teorema 5.3.3. Para todo modelo kripkeano M y toda formula o,
MECpANC(p— 1)) = C.

Demostracion: Sea M cualquier modelo kripkeano y sean s,t € W de la
estructura M tales que M,s £ Co A C (¢ — ) y que t es alcanzable desde s.
Puesto que M,s E Co ANC (p =), Mt E ¢y M,t E ¢ — 1; de aqui se sigue
que M,t E ; y puesto que t es cualquier mundo posible alcanzable desde s,
M, s E Cvy. QED.
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Teorema 5.3.4. Sea M" el conjunto de todos los modelos kripkeanos reflexivos.
Para todo M € M" y s € W de la estructura M,

M,sECp— .

Demostracion: Sea M € M" y sea s € W de la estructura M tal que
M, s E Cyp. Puesto que M € M", se cumple que sR,,s (para cualquier a; € A); y
por tanto s es alcanzable desde s. Luego M, s E ¢. QED.

Mas interesante resulta el hecho de que el axioma de introspecciéon positiva es

valido independientemente de las propiedades de la relaciéon de accesibilidad:

Teorema 5.3.5. Para todo modelo kripkeano M y toda formula o,
ME Cyp <+ CCoy.

Demostraciéon: De derecha a izquierda resulta trivial, ya que Cp — . En
sentido contrario, sea M cualquier modelo kripkeano y s € W de la estructura
M tal que M,s E Cp, sea t € W cualquier mundo posible alcanzable desde s y
u € W cualquier mundo posible alcanzable desde t. Puesto que u es alcanzable
desde t, también lo es desde s; asi pues, M, u F ¢; y por tanto, M, t E Cyp. Puesto
que t es cualquier mundo alcanzable desde s, de aqui se sigue que M,s F CCy.
QED.

Mas importante resulta destacar el llamado azioma de punto fijo:
Cop < E(pACyp)

Esta férmula muestra un rasgo tan relevante que Fagin et al.® sugieren que
la caracterizacion de C' como punto fijo es méas fundamental que su caracteriza-
cién como conjuncién infinita. En cualquier caso es una férmula vélida en todos
los modelos kripkeanos, independientemente de las propiedades de la relacién de

accesibilidad; lo cual se prueba a continuacién.

Teorema 5.3.6. Para todo modelo kripkeano M y toda formula ¢,

MECp< E(pNCp).

SFagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y Vardy, M.Y. (1995).



134 CAPITULO 5. CONOCIMIENTO DE GRUPOS

Demostraciéon: En un sentido, partimos del supuesto de que M, s F C'p, para
cualquier modelo kripkeano M y cualquier s € W de la estructura M. Puesto que
M,s E Cp, M,t E ¢ para todo t alcanzable desde s. Sea ahora v € W de M
tal que sR,,u (para a; € A). Evidentemente, u es alcanzable desde s, y por tanto
M,u E p. Ademés, puesto que u es alcanzable desde s, todo mundo alcanzable
desde u lo es también desde s; luego para todo t' tal que t’ es alcanzable desde u,
M,t' E ¢, luego M,uF Cyp. Asi pues, M,uF o A Cp para todo u € W de M y
todo a; € A tales que sR,,u; luego M, s E (¢ A Cy).

En sentido contrario, supongamos que M, s F E (¢ A C¢), de nuevo para cual-
quier modelo kripkeano M y cualquier s € W de la estructura M. Sea ahora
t € W cualquier mundo posible alcanzable desde s, y sea u € W tal que sR,,u
(para a; € A) y t es alcanzable desde u (es decir, u es el primer nodo en el camino
desde s hasta t). Ocurre que o bien ¢ = u, o bien ¢ es alcanzable desde w. En
el primer caso, M,t F ¢, puesto que M,u F ¢; en el segundo también ocurre
que M,t E ¢, ya que M,uFE Cyp y t es alcanzable desde u. Asi pues, puesto que
M, t E ¢ para cualquier t € W que sea alcanzable desde s, M, s E Cp. QED.

La segunda propiedad interesante es conocida como Regla de Induccion, y

funciona como una regla de introduccion del operador C":
Si o — E (¢ A g), entonces ¢ — C.

Como en el caso anterior, esta regla es valida en todos los modelos kripkeanos,
independientemente de las propiedades de la relacién de accesibilidad, lo que se

demuestra a continuacion:

Teorema 5.3.7. Para todo modelo M vy cualesquiera formulas ¢ y v, si
ME p— E(Ap), entonces M E o — C.

Demostracion: Partimos del supuesto de que M F ¢ — E(WAyp) y
M,s E ¢, para s € W de la estructura M. Sea t € Wde la estructura M un
mundo posible alcanzable desde s en n pasos. Demostraremos por induccién so-
bre n que M,tF ¥ A ¢:

Si n = 1, entonces sR,,t (para algin a; € A). Pero M, s F o = E(Y AN¢)y
M, s E ¢; por tanto M, s E E (1 A ), de donde se sigue que M, t E ¢ A .

Hipotesis de la induccion: si ¢ es alcanzable en n pasos, M, t F ¢ A . Demos-

tremos que lo mismo vale para el caso n + 1:
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Si t es alcanzable en n + 1 pasos, entonces hay un v € W de M tal que u es
alcanzable desde s en n pasos y uR,t (para algin a; € A). Por hipotesis de la
induccion, M,u E ¢ A ¢, por lo que M,u F ¢. Ademas, M,u F ¢ — E (¥ A p),
luego M, u E E () A ¢). Pero uR;t, y por tanto M,t E 1) A .

Asi pues, para cualquier ¢ alcanzable desde s, M, t E ¥ Ay, y por tanto también
Mt E . porlo que M, s E Cy. QED.

En cuanto al concepto de conocimiento distribuido, las dos tinicas propiedades

diferentes de las habituales tienen que ver con el tamano del grupo de agentes:
D{ai}(p — K a; P
Si G C G, entonces Dgyp — Dgro

Recordemos que el subindice del operador expresa el grupo al que este se re-
fiere. La primera de estas propiedades expresa el hecho bastante obvio de que el
conocimiento distribuido en un grupo de un solo agente coincide con el conoci-
miento de ese agente. La segunda, que el conocimiento implicito de un subgrupo
lo es también del grupo en su conjunto. Ambas son bastante evidentes, por lo que
no creemos necesario ofrecer la demostracion.

Por lo demés, El operador D se comporta como K. Es decir, tanto el axioma de
distribucion como el equivalente a la regla de generalizaciéon del conocimiento son
validos en todos los modelos kripkeanos; el axioma de verdad es valido en todos
modelos kripkeanos reflexivos; el de introspeccién positiva, en todos los modelos
transitivos y el axioma de introspeccién negativa en aquellos modelos en que la

relacion de accesibilidad en una relaciéon de equivalencia.

5.4. Axiomatizacion

Comenzaremos presentando la axiomatizaciéon de los operadores E y C, y
dejaremos para algo mas adelante la incorporacién del operador D. Para hacer
esto, no tenemos mas que incorporar a los correspondientes sistemas de logica

epistémica proposicional los siguientes esquemas de axiomas y reglas:

Cl Ep ¢ Koo A+ NK,

am

¢ (para todo a; € A)

C2 Cp— E(pNCy)



136 CAPITULO 5. CONOCIMIENTO DE GRUPOS

Fo—= E({Ap)
RC1 Fo— Cy

El uso del simbolo I en la regla RC1 tiene el mismo sentido que en la regla R2.
El significado de la regla es que si ¢ — E (¢ A ) es una formula valida, entonces
¢ — C% también lo es. Como deciamos respecto a R2, el asunto no es relevante
mientras nos mantengamos en el &mbito estricto de la deduccién axiomatica, pero
sf que lo es si queremos introducir el concepto de derivabilidad en un sistema
axiomatico AX. En este caso, hemos de interpretar el signo antepuesto a ambos
componentes de la regla de la misma manera que hicimos en la pagina 28 y ss”.: si
© — E (¢ A\ ¢) depende solo de los axiomas de AX, entonces de ¢ — E () A @)
se sigue ¢ — C.

Llamaremos T, S4¢ y S5¢ al resultado de anadir C1, C2 y RC1 a T,
S4,, v S5, respectivamente. La validez de C1 en todos los modelos kipkeanos se
sigue inmediatamente de su semantica; la de C2 se ha demostrado en el teorema
5.3.6 . En cuanto a RC1, se demostré en 5.3.7 que también preserva la verdad en
todos los modelos kripkeanos. Puesto que la correccion de T,,, S4,, y S5, esté
va demostrada, estos tres teoremas bastan para demostrar la correccion de TS
respecto a M", de S4¢ respecto a M"! y de S5C respecto a ML,

Cada uno de estos sistemas axioméaticos es también completo respecto a los
conjuntos de modelos correspondiente. Para demostrarlo, presentamos previamen-
te la prueba del teorema de satisfaccion. Sea £ el lenguaje de la logica epistémica
proposicional con los operadores C' y E para un conjunto P de variables propo-
sicionales y un conjunto A de m agentes. Diremos que un conjunto de férmulas
[ (o una formula ) es T -consistente (alternativamente, S4< -consistente, S5¢ -

consistente) en el sentido definido en 2.5.2. Se demuestra lo siguiente:

Teorema 5.4.1. Para toda formula ¢ € LP:

a Si ¢ es TS -consistente, entonces hay un modelo M € M" y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s F ¢.

b Si ¢ es SAC -consistente, entonces hay un modelo M € M"t y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s F ¢.

¢ Si p es S5C -consistente, entonces hay un modelo M € M™*! y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s F ¢.

"Véase también la nota 10 de la pagina 29
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Demostraciéon®: Ofreceremos la demostracién tinicamente para 7. La prue-
ba para S4S y S5¢ puede obtenerse con leves modificaciones. En este caso, no
ofreceremos la prueba clasica usando modelos candénicos; la razén de ello es que
en un determinado momento de la demostracién necesitaremos que cada mundo
posible pueda describirse como la conjuncién de un conjunto finito de férmulas.
Para lograr esto, procedemos de la siguiente manera:

Sea Subc () el conjunto formado por todas las subformulas de ¢ ademas de
todas las formulas de la forma E (¢ A CY), v A CY y K,, (¢ A C), para toda
subformula de ¢ de la forma Cv y todo a; € A; y de todas las férmulas de la
forma K, 1 para toda subférmula de ¢ de la forma Fv y todo a; € A. Definamos
ahora Subl,(¢) como el conjunto de todas las formulas de Subc(p) junto con sus
negaciones, y Conc(y) como el conjunto de todos los conjuntos méximamente
TS consistentes de Subf ().

Definimos ahora un modelo M = (W, R,,, - , R,,,,v) de la siguiente forma:

Por cada conjunto ® € Cong creamos un mundo posible s, y definimos W
de M como {s¢ | & € Cone (¢)}.

La funcién de evaluacion v se define como sigue: v (sg,p) = 1 syss p € .

En cuanto a las relaciones de accesibilidad, para cualesquiera conjuntos
O U € Cong(p), establecemos que (sg,sy) € R; syss para todo « tal que
K, o€ ® ae V¥ (para todo a; € A).

Es importante destacar que W consta de un ndmero finito de elementos. De
hecho, no resulta dificil demostrar que | W |<| ¢ |, donde | ¢ | expresa el ntimero
de simbolos que aparecen en ¢°.

Demostraremos ahora que para toda formula ¢’ € Subli(p), M, se E ¢ syss
¢ € ®; lo cual se hace por induccién sobre el grado logico de la formula.

La prueba de los casos en que ¢’ es atomica y los relativos a los operadores pro-
posicionales, asi como del caso en que ¢’ = K,,1, no se diferencian esencialmente
de las ofrecidas para el sistema T,,, por lo que no creemos necesario repetirlas.
Veamos los casos en que ¢’ = EYy ¢ = C.

¢ = E%: En un sentido, supongamos que ¢’ € ®. Por una parte, ® es un
subconjunto maximamente 7 -consistente de Subf(p); por otra, Subf,(¢) incluye,

por definicién, todas las formulas K, 1) para todo a; € A. Asi pues, K, € &

8Esta demostracién sigue en lo esencial la ofrecida por Fagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y
Vardy, M.Y. (1995).
9Fagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y Vardy, M.Y. (1995) pag. 67.
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(para todo a; € A). También por construccion, para todo ¢ tal que K, 9 € @,
si ¢ € U entonces s¢ R, sy (para todo ¢ € A); y por hipotesis de la induccion,
M,sy E 1. Asi pues, M, sy F ¢ para todo sy tal que sgR, sy, vy por tanto
M, s¢ E K41, para todo a; € A, y por tanto M, s¢ F E.

En sentido contrario, supongamos que M, s¢ E ¢'; esto es, que M, s¢ E E).
Por evaluacion de E, M, sp F K,,7 para todo a; € A; y por tanto, M, sy F ¢
para todo sy tal que seR;sy (para todo a; € A); luego, por hipétesis de la in-
duccion, 1 € ¥ para todo sy tal que sgR, sy (para todo i € A) . De aqui
se sigue que el conjunto {a | K,a € U} U {9} no es TS -consistente; pues de
lo contrario habria un conjunto maximamente T -consistente ¥’ que seria ex-
tension de {a | K,,a € W} U {—} v, por construccion, (¥, V') € R,,, de donde
M, sy ¥ K,,1, contra nuestra asuncion inicial. Puesto que {a | K, € V}U{—¢}
no es Tg—consistente, debe haber un subconjunto finito {ay, - - , a,, =¥} que no

es consistente; luego, por légica proposicional:
TS Fay = (ag = - (an = 1))

Y por R2:
TS F K, (a1 = (g — - (a, = 1))

De donde, por aplicacién reiterada de A2 y Modus Ponens, obtenemos:
TS F Kyon — (Kgap — - (Ko — Ko 00)) .

Y puesto que ¥ es maximamente 7€ -consistente:
Koap — (Ko = - (Ky o, — K 0)) €9,

pero recordemos que oy, -+, a, € {a | K,a € U}; luego, puesto que ¥ es maxi-
mamente TS -consistente, K, 1) € ¥ (para todo a; € A).
Pero ® es un conjunto méaximamente Tg—consistente, y por tanto
EY < Ky N NK,, b € ® (para todo a; € A); luego también Ev € .
Veamos ahora el caso en que ¢’ = C¥. En un sentido, supongamos que Cy € .
Demostraremos por inducciéon sobre el ntimero de pasos que si sy es alcanzable

en k pasos desde sg, entonces tanto 1) como C) pertenecen a V.
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Para k = 1, puesto que ® es méaximamente T -consistente
CYy — E(ANCY) € & (puesto que es una instancia de C2), y por tanto
también E (¢ A Cp) € ®. Pero también Ev <» K, A---NK,, 1 € © (para todo
a; € A), puesto que es una instancia de Cl, de donde K, (¢ A Cyp) € @ (para
todo a; € A). Por construcciéon, de aqui se sigue que para todo ¥ tal que sy es
alcanzable en un paso desde s¢ (esto es, tal que s¢R, Sy, para algin a; € A),
wNANCpe W, luego pe Uy Cpe .

Partamos ahora, como hipétesis de la induccién, de que nuestra afirmacion
vale para k y demostremos que también vale para k& + 1. Si sg es alcanzable en
k 4+ 1 pasos desde s, entonces hay un sq tal que, para algin a; € A, sqR,,sv
y Sq es alcanzable en k pasos desde sg. Por hipétesis de la induccién, tanto
como C) pertenecen a €2, y por el mismo razonamiento que en la base, p € Uy
CpeV.

Hemos demostrado que si sy es alcanzable en k pasos desde s, entonces
tanto C'i como, especialmente, 1) pertenecen a ¥. Por la hipotesis de la induccién
principal, tenemos que M, sy E v¥; y, puesto que sy es cualquier mundo posible
alcanzable desde sg, que M, s F C.

En sentido contrario, partimos del supuesto de que M, s¢ E C. Puesto que
U es un conjunto finito de féormulas, podemos describir cada mundo posible sy
con una férmula (g consistente en la conjuncién de todas las férmulas de W. Sea
ahora C = {¥ € Conc(p) | M,sy F Cy}. Definimos ¢¢ como la disyuncion
oy, V- Vy,, para todo ¥; € C. Se demostrara a continuacion (lema 5.4.2) que
TY F oc — E (¢ Age). De aqui se sigue, por la regla RC1, que TS F ¢ — C1;
y puesto que ® € C, TS F @g — @c; v por tanto que TS F @g — Cip. Pero @ es
maximamente 7 -consistente, luego C¢» € ®. QED.

m

Lema 5.4.2. Sea C = {¥ € Conc(p) | M,sy F CY} y e la disyuncion
oy, V- Vg, para todo U; € C. Se se cumple que TS F @ — E (¥ A we).

Demostracion: La demostracion consta de varias partes:

a) Empezaremos probando que para todo a; € A y todo ¥ € C,
T F oy — K.

Para ello s6lo hay que ver que, por definicion, M,sy E C4; luego,
por evaluacion de K, M,sy E K, (para todo a; € A). Pero, como

ya se ha demostrado, esto implica que K,v¢¥ € V¥; y puesto que ¢y no
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es sino la conjuncion de todas las formulas de W, por logica proposicional,
T¢ & oy — K,.1, como querfamos demostrar.

b) Sea ahora C = {¥ € Cong(p) | M, sy ¥ Ci}. Demostraremos que para
todo a; € A, todo ¥ € C y todo V' € C, TS - py — Ka,~0yr.

Por la definicion de C y C se sigue inmediatamente que
M,sy E C vy que M,sg ¥ Ci. Pero para todo modelo M y todo mundo
posible s € W de M, se cumple que M, s E Ciy — CCq; y por tanto, para todo
t € W de M tal que t es alcanzable desde s, se cumple también que M,t E C.
Asi pues, puesto que M, sy # C1), sg no es alcanzable desde sg; y en concreto,
(sv, Su) ¢ R,,. Luego hay una formula, digamos 3, tal que K, 0 € Vy g ¢ U';
y puesto que ¥’ es méaximamente TS -consistente, ¥’ U {3} no es T -consistente;
de donde se sigue, por logica proposicional, que TS F 3 — —py. De aqui, por
R2 y A2, se concluye que TS F K,,3 — K, —~py. Pero K,,3 € ¥; y por tanto
TS & oy — K, f3; luego, por légica proposicional, TS - oy — Ku, g

c) De a) y b) se sigue que TS + ¢y — K,, (¥ A —~py) (para todo a; € Ay
todo ¥’ € C); puesto que, por Al:

g (a = B) = (@ =7) = (a = BAY),

y también:
T Ky,a NK,y B — Ka, (A B).

d) Sea ahora pr la disyuncion de todas las formulas oy para todo ¥ €

Cong (¢). Se demuestra que TS F .

Para empezar, si Subc(p) = {aq, a2, -+ ,an},
COnC((P) = {{al’ Qg, - 7an} , {ﬂal, Qg, - 704n} S {—\0417 g, - ’—|O[n}} s
por lo que

or= (g ANag A~ Aay)V(mag Aag A+ Aa) V-V (mag A—Dae A A —ay,) .
Pero para cada formula a; € Subc (¢), Tncl F a; V —ay, por lo que

TE - ( V —ar) A (o V —ag) A= A (o A —ay,) .

m
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Pero también que
ToE (aVB) Ay & (@A) V(aAy);

por lo que

T+ (g A (g V =2)) V (mag A (ag V =an)) V- -

V(g A (g V mag)) V(mag A (o Vo))
y por tanto también

Tg - (Oq AN CYQ) V (061 A _\CVQ) V (_|Oé1 AN CYQ) V (_|Oé1 AN _\042) \VARRE

V(o Aag) V(ap Aag) V(mag A ag) V(mag A D).
Y aplicando esto reiteradamente,

TOF (ay Aag A Aay)V (may Aag A+ AQ) V-

sV (mag Aag A A Sa);

esto es, TS + or.

e) Sea ahora ¢z la conjuncién de todas las formulas ¢y para todo ¥’ € C, se
demuestra que TS  ¢c + —pg.

Por una parte, Conc (p) = CUC. Luego o7 = pcVg, y por tanto TE F pe Vg,
y también 77" = —pe — 5.

Pero, por otra parte, para todo ¥, ¥ € Congc(yp), dado que ambos conjuntos
son méaximamente consistentes, hay una féormula « tal que a € Uy —a € ¥'; y
por tanto, si I' es una conjuncion de formulas vy, , 7, € Subf (¢) y A es una
conjuncion de formulas 01, , 8, € Subf (¢), gy es de la forma I' A a y @y es
de la forma A A —a; luego TS F oy — —pyr. Puesto que C y C son conjuntos
disjuntos, de aqui se sigue que TS F pe — ¢z, Asi pues, TS - ¢e < —pg.

f) De c) y e) se sigue que que TS + oy — K,, (¥ A pc) (para todo a; € A).
Pero TS F ¢c — @, luego TS  pe — K,, (1 A pc). Y puesto que esto vale para
todo a; € A, TS = e — E (¢ Ape). QED.
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Se habra observado que la prueba que hemos ofrecido no hace uso del hecho
de que la relacion de accesibilidad es reflexiva. esto se debe a que esta cuestion
sblo afecta a la parte de la prueba correspondiente al operador K, que no hemos
ofrecido por ser basicamente idéntica a la de T,,. Asi pues, esta demostracion
puede trasladarse a S4,, y S5,,, sin més cambios que los relativos a este operador.

La completud de estos tres sistemas axiomaticos se sigue ahora inmediatamen-
te:

Teorema 5.4.3. Para formulas de L2 :

a) Tg es completo respecto a M.
b) S4¢ es completo respecto a M.

c¢) S5S es completo respecto a M,

Demostracion: Se sigue inmediatamente de 5.4.1. La demostracion es idén-

tica a la del teorema 2.5.5, por lo que no consideramos necesario repetirla. QED

5.5. Axiomatizacion del conocimiento distribuido

El sistema mas simple de logica epistémica con conocimiento distribuido o

implicito, al que llamaremos T'?, consiste en afiadir al sistema Tj, los siguientes

esquemas de axiomas:

D1 K, ¢ — Dy

D2 (Do AD (e — 1)) — Dy
D3 Dy — ¢

Para obtener el sistema S42 deberemos afiadir a S4,,, ademéas de los anteriores,

el analogo al axioma de introspeccién positiva:

D4 Dy — DDy

D

., tenemos que anadir a S5,,, ademas de todo

Si lo que queremos es el sistema Sb

lo anterior, el equivalente al axioma de introspecciéon negativa:

D5 =Dy = D-Dyp
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Es facil demostrar que todo modelo kripkeano satisface los esquemas de axioma
D1 y D2, que todo modelo kripkeano reflexivo satisface D3, que D4 es valido
en todo modelo reflexivo y transitivo y que D5, para finalizar, es vilido en todo

modelo reflexivo, simétrico y transitivo.

Teorema 5.5.1. Para todo modelo kripkeano M y toda formula ¢,
ME K, p— Dy

(para todo a; € A).

Demostraciéon: Sea M un modelo kripkeano cualquiera y s € W de la estruc-
tura M tales que M, s E K, . Sea ahorat € W de M tal que (s,t) € R,,N---NR
(para todo a; € A). Naturalmente, (s,t) € R,,, y por tanto, M,t E ¢. Asi pues,
M, s E Dy. QED.

A

Teorema 5.5.2. Para todo modelo kripkeano M y toda formula @,
ME (Do ND(p— 1)) — Di.

Demostracion: Sea M un modelo kripkeano cualquiera y s € W de la es-
tructura M tales que M,s E Dp A D (¢ — ). Sea ahora t € W de M tal que
(s,t) € Ryy N---N R, (para todo a; € A). Por evaluacion de D, Mt F ¢ y
M, tE ¢ — 1; y por tanto, M, s F Diy. QED.

Teorema 5.5.3. Para todo modelo kripkeano M € M™ y toda férmula ¢,
ME Do — .

Demostracion: Sea M € M”" y s € W de la estructura M tales que
M,s E Dy, y supongamos que M,s ¥ ¢. Puesto que M € M", (s,s) € R,,
(para todo a; € A). Asi pues, no es cierto que M,t F ¢ para todo t € W tal que
(s,t) € Ryy N---N Ry, ; y por tanto M, s ¥ Dy, lo que contradice la hipotesis
inicial. QED.

Teorema 5.5.4. Para todo modelo kripkeano M € Mt y toda formula o,

M E Dy — DDe.
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Demostracion: Sea M € M!' y s € W de la estructura M tales que
M;s £ Dy, y sean t,v € W de M tales que (s,t) € Ry N---N Ry, vy
(t,v) € Ryy N+ N R,, (para todo a; € A). Puesto que M € M, es el caso
que (s,v) € Ry, N---N R, ,y por tanto M,v E ¢. De donde M,t F Dy, y por
tanto M, s E DDp. QED.

Teorema 5.5.5. Para todo modelo kripkeano M € M™' y toda formula ¢,

ME-Dp — D-Dy

Demostracion: Sea M € M™ yv s € W de la estructura M tales
que M,s F —=Dy. Puesto que M,s F =Dy, hay un t € W de M tal que
(s,t) € Ry, N---N R, (para todo a; € A) y M,t ¥ . Supongamos ahora que
M, s ¥ D-Dy. Por evaluacién de —, M, s F =D-Dy; y por tanto hay un v € W
de M tal que (s,v) € Ry, N---NR,,,
M,v E Dp. Puesto que M € M™%ty (s,v) € Ry, N-+-NR,,,, también se cumple
que (v,8) € R, N---NR,,;y por transitividad, que (v,t) € Ry, N---NR,, . Pero
M,vE Dp, y por tanto M,t F ¢; lo que contradice la hipétesis inicial. QED.

(para todo a; € A) y M,v ¥ —~Dy, por lo que

De estos resultados, mas los teoremas analogos de T,,, S4,, v Sb5,, se sigue

inmediatamente la correccién de T2, 542 y S5P:

Teorema 5.5.6. Sea M" el conjunto de todos los modelos kripkeanos reflexivos;
M"t el de todos los modelos kripkeanos reflexivos y transitivos; y M™!, el de los

modelos reflexivos, simétricos y transitivos:

a) TP es correcto respecto a M.
b) S4P es correcto respecto a M.

c) S52 es correcto respecto a M™*t.

Demostracion: a) se sigue directamente de la correccion de T, y los teoremas
5.5.1, 5.5.2 y 5.5.3. b.) se sigue de la correccion de S4,, y 5.5.4, ademas de los tres
teoremas anteriores. ¢) se sigue los cinco teoremas que acabamos de demostrar y
de la correccion de S5,,. QED.
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5.6. T2 S4P vy S5D: completud

Para demostrar la completud de estos tres sistemas de logica epistémica con
conocimiento distribuido procederemos primero a demostrar el teorema de satis-
faccion. La demostracion es la habitual en légicas modales pero con una modi-
ficacion, consistente en anadir a nuestros modelos un hombre sabio'®. Para ello,
ampliaremos el conjunto de agentes con un nuevo individuo, al que llamaremos w,
y anadiremos a nuestros sistemas axiomaticos un esquema de axioma especifico
que garantice que este agente sabe al menos tanto como todos los demés. Sea
LD el lenguaje de la l6gica epistémica proposicional con conocimiento distribuido
para un conjunto P de variables proposicionales y un conjunto A de m agentes.

Se demuestra lo siguiente:

Teorema 5.6.1. Para toda formula ¢ € LP:

a Si ¢ es TP -consistente, entonces hay un modelo M € M" y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s E .

b Si o es S4P _consistente, entonces hay un modelo M € M™ y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s E ¢.

¢ Si ¢ es S5P-consistente, entonces hay un modelo M € M™*! y un mundo

posible s € W de la estructura M tales que M, s E ¢.

Demostracién: presentaremos la prueba para el sistema T'2. La demostracion
para los otros dos sistemas es idéntica, simplemente sustituyendo T2 por S42 o
S50 T por S4LT,, ete.

Sea L,,, el lenguaje de la logica epistémica proposicional para un conjunto P de
variables proposicionales y un conjunto A de m agentes; y L2, como hemos dicho,
el mismo lenguaje con el operador de conocimiento distribuido . Construimos los
lenguajes L1y LY, sustituyendo A por A’ = AU {w}. Sobre este lenguaje

D . . . s D+ ~ . D . . .
L, definimos el sistema axiomatico 7,7, anadiendo a T} el siguiente esquema:

K, a — K, (para todo agente a; € A).

10Utilizamos también esta estrategia en la seccion 5.7.
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Hablaremos de un conjunto de férmulas 7, T’,:L)Il—consistente en el sentido definido
en 2.5.2.
Una vez extendidos el lenguaje y el sistema axiomatico, construimos un modelo

canodnico

de la siguiente forma:

Sea Coon}, el conjunto de todos los conjuntos de formulas de £, | méximamen-
te Tgil—consistentes. Para cada conjunto ® € Con}, creamos un mundo posible
s¢, v definimos W de la estructura M¢ de la siguiente forma:

W ={ss | ® € Con}}

La funcién de evaluacion v se define como habitualmente:
v (Se,p) =1 syss p € .

En cuanto a las relaciones de accesibilidad, para cualesquiera conjuntos

®, ¥ € Con}, establecemos:
R., = {(se, su) | si K,,a € @, entonces a € ¥} (para a; € A')

Dado este modelo canénico, para formulas de £, (esto es, sin el operador de
conocimiento distribuido), en la demostracion del teorema 2.5.4 se establecié que
M, sg E a syss a € ®. Asi pues, para establecer el mismo resultado para férmulas
de ﬁgﬂ, nos bastaré con demostrar que M, s¢ F Da syss M, s¢ F K. Para ello

demostraremos previamente lo siguiente:
(so,50) € Ry, syss (S¢,Su) € Ry N---NR,,, (para a; € A).

La demostracién es como sigue:
De izquierda a derecha, sean ®, ¥ € Con]}, tales que (ss,sy) € R,. Supon-
gamos que (s¢,sy) ¢ Rq N---N R, . Entonces hay un agente a; tal que que

(s®,sw) ¢ R,,; y por tanto, para alguna formula o € LD |, Koo € @y a ¢ .
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Pero, puesto que @ es Tn]?jr"l—consistente, K,o — Ky,a € ®; y por tanto tam-
bién K,a € ®. Ahora bien, por hipotesis, (s¢,Sy) € Ry; y por tanto a € U;
con lo que llegamos a una contradiccion. Asi pues; si (se, Sy) € Ry, entonces
(sp,50) € Ryy N---NR,,,.

De derecha a izquierda, sean ®, U € Con}, tales que (sg, sy) € Ry, N+ -NR,,,.
Entonces, para cualquier agente a; € A, (S¢, Syv) € Ry,;; y por tanto, para cualquier
formula o € LD | tal que K,,a € ®, se cumple que a € ¥. Pero, puesto que
P es Tn?il—consistente, K, o - K,a € ®; y por tanto, K, € ®. Asi pues,
(sq,50) € {{sa,s9/) | si K, € @) entonces a € U'}; y por tanto, (sg, Sy) € Ry

Una vez demostrado esto, la demostraciéon de que M,se F Da syss
M, s¢ E K, resulta trivial:

De izquierda a derecha, partimos del supuesto de que M,se E Da; por

tanto, M,sy E « para todo sy tal que (sg,sy) € Ry N -+ N R Pero

-
Ry, N---NR,, = Ry,;ypor tanto M, sy F « para todo sy tal que (se, sy) € Ry;
de donde se sigue que M, s¢ F K.

En sentido contrario, suponemos que M, s¢ F K,«a; luego M, sy F « para todo
sy tal que (sg,sy) € R,. pero puesto que R,, N---N R, = R,, esto significa
que M, sy E « para todo sy tal que (sg,sy) € Ry, N-+-N R,, ; y por tanto que
M, s F Da. QED.

Teorema 5.6.2. Sean M", a M™ y a M"t:
a) TP es completo respecto a M".
b) S42 es completo respecto a M™Y.
c) S52 es completo respecto a M™.

Demostracion: Se sigue inmediatamente de 5.6.1. La demostracion es idén-
tica a la del teorema 2.5.5, por lo que no consideramos necesario repetirla. QED

Para simplificar las pruebas, hemos presentado por separado un sistema axio-
matico para los operadores de E y C' y otro para el operador D!. No resulta
dificil mostrar que la combinacién de ambos sistemas es también correcta y com-
pleta, con lo que la combinacién de los axiomas propios del operador K con los
presentados en este capitulo constituye un sistema adecuado para la nocién de

conocimiento de grupos.

En esto hemos seguido una vez més a Fagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y Vardy, M.Y.
(1995).
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5.7. Tablas semanticas

Veamos ahora como ampliar las reglas del método de tablas que presentamos
en el capitulo 2 para contemplar los operadores de conocimiento de grupos!'?.
Aunque, como ya comentamos, el caracter infinitario del operador C hara que en
ciertas ocasiones la tabla se vuelva infinita, por lo que este método no constituye
un algoritmo , sino s6lo un procedimiento semidecidible!?.

El problema radica en que una férmula de la forma acp es equivalente a la
disyuncién infinita E‘gp \% EE(p \% E‘Eﬁlp\/- -+, por lo que parece imposible tratarla
con métodos finitistas. Sin embargo, existen métodos que nos permiten, en oca-
siones, encontrar un modelo que satisface a una féormula de este tipo y que consta
de un namero finito de mundos posibles; siempre, naturalmente, que este modelo
exista. Cuando este no es el caso la tabla se vuelve infinita.

El problema se encuentra ya en la légica de primer orden: es bien conocido
que la féormula VxdyRzy genera una tabla infinita. Sin embargo, esta férmula
es satisfactible en un dominio de un tnico individuo. Para tratar con estos casos,
Boolos!'? y Diaz Estévez!® idearon independientemente una modificacion al método

de tablas de Beth consistente en sustituir la regla

Jze
¥ (knJrl/I)

(donde k, es la ultima constate que haya aparecido en la rama) por esta otra:

Jxp
@ (krfx) |- o (ka/a) [ @ (Knyr/x)

Llamamos DB-Tableaux, en honor a sus autores, a esta modificacién del mé-
todo de tablas'S.

El procedimiento que proponemos para tratar el operador C se basa en la

12Para otro trabajo sobre el tema, puede consultarse Abate, P y Gore, R. (2006).

13En el sentido definido en la nota 2 del Cap. 1.

4Boolos, G. (1984).

15Diaz Estévez, E (1993).

16Pyede encontrarse una explicacion de esta variante del método de tablas seméanticas en Ne-
pomuceno Fernandez, A. (1999), Nepomuceno Fernédndez, A. (2008) y Nepomuceno Fernandez,
A. (2009).
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misma idea!”: dada una férmula é(p abrimos una serie de ramas
Eg|EEg | EEE| -

Por supuesto, en este caso no podemos escribir todas las ramas de la disyun-
cién, ya que su ntmero es infinito. Pero esto no es realmente necesario si sucede
que una de estas ramas es abierta; pues en este caso ya habremos encontrado un
modelo que satisface a la féormula.

Veamos los detalles del procedimiento. Para empezar, debemos ampliar las

reglas correspondientes a la negacion:
1. Si la formula etiquetada a marcar es o :: —a:

si a es E3, se escribe o :: E—f al término de la rama.

si a es E3, se escribe o :: E—f al término de la rama.

si a es Cf3, se escribe o :: C—f al término de la rama.

)
)

g) si a es CP, se escribe o :: 5ﬁﬁ al término de la rama.
)
) si aes Df3, se escribe o :: ﬁ—ﬁ al término de la rama.
)

si v es D3, se escribe ¢ :: D—f al término de la rama.

Debemos ademas presentar las reglas correspondientes a cada uno de estos
operadores y modificar adecuadamente las reglas de herencia.
Comencemos con el operador E y su dual. El primero se trata simplemente

como si fuera un cuantificador universal sobre el subindice del operador K:

5. Si la formula etiquetada a marcar es o :: Fa, se escribe al término de la
rama o :: K, o,0 @ Kg,o, -+ ,0 0 K,, o, para todo agente a; que aparezca

en la rama, y se marca con ay, asg, - - , Q-

En cuanto a su dual, aunque la regla parece mas complicada, es similar al

tratamiento que damos al cuantificador existencial:

1TUna primera version de este método, aunque usando otros procedimientos de representacion
y sin contar con el operador D, fue presentada en Gomez-Caminero Parejo, E.F. (2007). En
aquel momento no éramos conscientes de que se trataba de una variante de los DB-Tableaux.
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6. Si la formula etiquetada a marcar es o : Ea se escribe o :: [/(\'aia (donde
a; es un parametro de individuo que atin no haya aparecido en la rama) y
se marca con a;. Restriccion: salvo que o sea de la forma 7.a;n y T.a;n :: a
aparezca en la rama, en cuyo caso se da la regla por aplicada y se marca la

formula con a;.

La restriccién a la regla 6 tiene como objeto evitar repeticiones innecesarias
que, en combinacion con el operador C' pueden producir una rama infinita en casos
en que claramente la formula tiene un modelo finito, como es el caso de CEa. En
el caso del sistema S5,,, puesto que lo relaciéon de accesibilidad es simétrica, es
conveniente ampliar la restriccion de la siguiente forma:

Restriccion S5,,: salvo que i) o sea de la forma 7.a;n y T.a;n :: a aparezca en
la rama, en cuyo caso se da la regla por aplicada y se marca la férmula con a;., o
ii) o sea de la forma 7.ajn.aym y T.a;n :: o aparezca en la rama, en cuyo caso se
da la regla por aplicada y se marca la férmula con a;.

Los siguientes conceptos que tenemos que tratar son los de conocimiento comin
y su dual. Se trata sin duda de los operadores mas complicados, puesto que, como
ya se ha dicho, C' equivale a una conjuncion infinita y C auna disyuncion infinita.
Esto hara que en ocasiones las tablas se vuelvan infinitas, razén por la cual el
procedimiento que aqui presentamos es tan sélo semidecidible.

La regla correspondiente al operador C' es extremadamente simple:

7. Sila formula etiquetada a marcar es o :: C'a, se escribe o :: « al término de

la rama y se marca con C.
Mucho méas compleja resulta la regla para C:

8. Si la formula etiquetada a marcar es o :: Ca, se abre una subrama, se
escribe a su término o :: Fa y se marca C'1. Si esta subrama se cierra, se
abre otra subrama, se escribe ¢ :: EEa a su término y se marca con C2; y

asi sucesivamente hasta encontrar una subrama abierta.

Como se vera, esta regla nos permite encontrar un modelo que haga verdadero
al conjunto de formulas que funciona como asuncién del arbol, pero no nos permite
demostrar que este conjunto no es simultdneamente satisfactible, ya que para ello

tendriamos que probar con todas las formulas de la sucesion infinita:
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En cuanto a las reglas de herencia, recordemos que se cumple que
Cyp < CCyp, como se demostrd en el teorema 4.3.5; lo que significa que la re-
lacion “ser alcanzable desde” es transitiva. La regla de herencia comun a Ty S4

sera, por tanto, anéloga a la del operador K:

HC: Si en una rama del arbol aparece la formula etiquetada o :: C'p, se escribe

o.a;n :: Cp, para toda etiqueta o.a;n que aparezca en la rama.

Si el sistema con el que queremos manejarnos es S5, tendremos que garantizar
ademas que la relaciéon “ser alcanzable desde” es simétrica, por lo que tendremos

que anadir la siguiente regla:

HCS5: Si en una rama del arbol aparece la férmula etiquetada o.a;n :: Cp, se

escribe g :: Cp al término de la rama.

Estas reglas serian suficientes si no hubiéramos introducido una restriccion a la
regla del operador K. Esa restriccion, recordemos, evitaba que tuviéramos que
escribir al término de la rama o.q;n :: o cuando nos encontrabamos o :: IA(aioz,
siempre que ya apareciera en la rama una férmula etiquetada de la forma 7 :: «
y 7 fuera un ascendiente epistémico de o (respecto al agente a;). Al construir el
correspondiente modelo, esto nos obligaba a establecer que s, fuera accesible desde
ss. Tendremos que contemplar esta relacién de accesibilidad, lo que hacemos de

la siguiente forma:

HCS4: Si en una rama del arbol aparece la formula etiquetada o :: Cp y, en
aplicacion de la restricciéon a la regla 4, una féormula etiquetada de la forma

o = K,, se ha marcado con K(7), se escribe al término de la rama 7 :: Cip.

Esta ultima regla, de ahi su nombre, sélo resulta necesaria en S4,,. En S5,, resulta
redundante, ya que HCS5 garantiza que 7 :: C'p aparece en la rama; mientras que
en T}, es la restriccion a la regla 4 la que resulta innecesaria, como ya se dijo en
su momento.

Veamos ahora como tratar el concepto de conocimiento distribuido. Comen-
tamos anteriormente que esta nocion se parafrasea a veces con la expresion “el
hombre sabio sabe que ¢”. Lo que esto nos sugiere es que podemos tratar este

concepto como una especie de ficcion légica, algo asi como si dispusiéramos de un
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agente que tiene acceso al conocimiento de todos los demés. Usaremos esta ficcion
al definir las reglas de nuestro método de tablas seménticas. Para ello basta con
darse cuenta del hecho de que si una férmula en la que intervienen los operadores
Dy D es satisfactible, entonces es satisfactible en un modelo en el que exista
un auténtico “hombre sabio”. Introduciremos, pues, un término de agente especial
que nos permita jugar con esta ficcién légica. Sea w el término empleado para de-
signar a nuestro hipotético hombre sabio. Permitiremos ahora, dada una etiqueta
o, construir una nueva etiqueta o.wn, donde n es como siempre el primer nimero
natural tal que o.wn no aparece en la rama. Las reglas que debemos anadir a
nuestro método de tablas para tratar con el operador de conocimiento distribuido

o implicito son, ahora, las siguientes:

9. Si la férmula etiquetada a marcar es o :: Da, se escribe o :: K« al término

de la rama y se marca con D.

10. Si la formula etiquetada a marcar es o :: Da, se escribe o.wn :: « al término
de la rama y se marca con D; donde n es el menor ntimero natural tal que

J.wn Nno aparece en la rama.

En cuanto a las reglas de herencia, no necesitamos mas que garantizar que
nuestro hombre sabio tiene efectivamente acceso al conocimiento de todos los

demas:

HD: Si en una rama del arbol aparece una férmula etiquetada de la forma

o K, (para a; € A), se escribe al término de la rama o :: K, .8

5.8. Algunos ejemplos

Presentaremos a continuacién dos ejemplos del uso de estas tablas. En primer
lugar, demostraremos que Ep — EFEp no es valida; para ello haremos la tabla

seméntica de {Ep, EE—'p}, que se muestra en el cuadro 5.1. A continuacion,

como ejemplo de tabla infinita, haremos la de {Cp, CA’ﬁp}. Esta tabla se muestra

en el cuadro 5.2.

18Pareceria que esto no es realmente una regla de herencia, puesto que no permite transferir
formulas de un mundo posible a otro, que es realmente la funcién de este tipo de reglas. En
realidad se trata de una especie de meta-regla de herencia, que nos permite aplicar las del
operador K, para cualquier agente a;, siempre que aparezca una etiqueta de la forma o.wn :: a.
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Cuadro 5.1: {Ep, EE—']?}

1) 12Ep aa (asuncion)

2) 1:EE-p ‘al (asuncion)
3) 11Ky E-p R(lail) (de 2)
4) 1 Kalp‘ K (de 1)

5) 1 p‘ (de 4)

6) l.agl: E’—"p s (de 3)

7) lagl: Kup L (HKS5a de 4)

|
8) l.agl:p (de 7)

~ ‘

9) l.ayl:: Ku,—p R(1.a11.a21) (de 6)
|
10) 1= Kup & (de 1)
|
11) Ll:zp  (de10)

|
12) 1.0,11.0,21 Tp (de 9)
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Cuadro 5.2: {Cp, aﬂp}

1) 1=:Cp ¢ (asuncion)
. \
2) 1: Cﬁp 1.692.... (asunci(’)n)

3) lzzp‘ (de 1)

4) 1 E-p a (de 2) 9) 1: EE-p a (de 2) (-
5) 1: Ky, -p [‘aw (ded)  10) 1:KyE-p | Ray (e 9)
6) l.ail:: Lp (de 5) 11) lagl: Ew‘p e (de 10)
7) lail:=:Cp ‘C (HC de 1) 12) l.a;l1:Cp | c (HC de 1)
8) lagl:up (de 7) 13) l.ail ::‘p (de 12)
® 14) layl: Ko,-p ‘K(lﬁagl) (de 11)

\
15) 1l.azl.agl :: —p (de 11)
\
16) l.ajl.azl = Cp (HC de 8)
\
17) l.apl.agl :p (de 16)

\
®
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5.9. Correccion

Como ya se menciond anteriormente, en este caso el método de tablas seman-
ticas no hace decidible a la légica epistémica con operadores de conocimiento de
grupos. La razon es el cardcter infinitario del operador C, que hace que en ciertos
casos la tabla se vuelva infinita.

Asi, por ejemplo, la férmula Cp A a—mp es claramente insatisfactible, pero da
lugar a una rama infinita. La razon de ello es que la regla del operador C nos
obliga a seguir buscando una férmula satisfactible de la forma Ema cada vez que
la formula E" ' hace que la rama se cierre (donde E™ abrevia la reiteracion del
operador En veces).

No obstante, si que podemos demostrar que el método es correcto, Esto es:

Teorema 5.9.1. Si la tabla semdntica de un conjunto de formulas I' tiene una

rama abierta, entonces I' tiene un modelo.

Demostracion: La demostraciéon consta de dos partes bien diferen-
ciadas. La primera consiste en mostrar cémo se construye un modelo
M = (W,R;,...,R;,v) a partir de la tabla seméntica; la segunda, en demostrar
que para cierto s € W de la estructura M, M,s ET.

Para la primera parte, partimos del supuesto de que la tabla semantica de I tie-
ne al menos una rama abierta. definimos ahora un modelo M = (W, R;, ..., R;,v)
de la siguiente forma:

Sea F el conjunto de féormulas etiquetadas que aparecen en la rama y ¥ el
conjunto de las etiquetas que aparecen en la rama abierta del arbol. Definimos

ahora W de la siguiente forma:
W ={s,|oeX}

Esto es, construimos un mundo posible por cada etiqueta que aparece en la
tabla.

Las relaciones de accesibilidad, las definimos de la siguiente manera:

i) Para cualesquiera dos etiquetas o y o.a;n tales que o es una extension simple

de o.a;n, (S, Sg.a;n) € Ra,-

ii) Segun trabajemos con T,,, con S4,, o con S5,,, la relacion de accesibilidad
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es respectivamente reflexiva; reflexiva y transitiva o reflexiva, simétrica y

transitiva.

iii) Si en aplicacion de la excepcion a la regla del operador K (regla 4) una
formula etiquetada de la forma o :: I?aia aparece marcada con la etiqueta
K(7), entonces (s,,s,) € Ry,

En cuanto a, la funcién de evaluacion v se define de la siguiente forma:
v(Sy,p) =1syssopeF

Recordemos que decfamos en el capitulo 2 que una etiqueta 7 es a;-hereditaria
con respecto a o (lo que escribiamos 0 H,,7) si y so6lo si para cualquier férmula
de la forma K, ¢ si ot Kop € F, 7 ¢ € F. Demostrabamos entonces que
SeRy;S7 siy solo si 0H,, 7 (Lema 2.8.2). Anadiremos ahora otra nociéon: diremos
que una etiqueta 7 es C-hereditaria con respecto a o (lo que escribiremos cC'T) si
y sélo si para cualquier férmula de la forma Cp tal que 0 :: Cp e F , 7 p € F.

Es facil demostrar el siguiente lema:
Lema 5.9.2. s, es alcanzable desde s, syss oC'T.

Demostraciéon: En un sentido, si ¢C7 hay una serie de etiquetas
01, -+, 0, tales que 0; :: Cp € F (para 1 < i < n), y en cada uno de los casos,
ha sido introducida por una aplicacién de la regla de herencia sobre una férmula
etiquetada 9, :: Cp € F . En todos los casos en que entre dos etiquetas 6; y §; se
aplica la regla de herencia, las reglas de construccién del modelo garantizan que
ss; Ra, 85, para algin ay € A. Asi pues, hay una serie de agentes ay, -+ ,a, € A

tales que s, R, 55, S5, Ra,,Sr; y por tanto, s, es alcanzable desde s, .

Am

En sentido contrario, supongamos que s, es alcanzable desde s,. Hay pues una
serie de mundos sg,,- - , S5, tales que s, Rq, S5, , Ss, Ra,, Sr- Ahora bien, por
la construccion del modelo, En todos los casos en que se cumple que s;, Ry, S5,
si ocurre que 9; :: Cp € F, las reglas de herencia nos exigen escribir al final
de la rama d; 1 Cp. Asi pues hay una serie de etiquetas d,,---,0, tales que
01 = 0,0, =7 yparatodo ¢; (1 <i<n),sid ¢ ¢EF,entonces d;11:: p € F;
y por tanto cC7. QED.

Una vez construido este modelo, se demuestra que M, s; F I', Donde s; es el
mundo posible correspondiente a la primera etiqueta que aparece en la tabla. Para
ello, demostramos por induccién sobre el grado légico de la férmula el siguiente

lema:
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Lema 5.9.3. Sio :: ¢ € F, entonces M, s, E .

Demostracién: La base es trivial. Si ¢ es atémica, por construccion,
v(ss, ) =1,y por tanto M, s, E .

Los pasos correspondientes a los operadores proposicionales y a los operadores
Ky K son los mismos que en los casos anteriores; con la excepcion de la negaciéon
de estos tres operadores, que no ofrece la menor dificultad. Veamos pues los caso de
E, Cy D,y su duales (comenzamos la numeracion en el apartado 5, continuando

la prueba de la seccion 2.9 ):

5. ¢ = Fa: Por la regla 5, si ¢ :: Ea € F entonces o :: K,,a € F para
todo a; que aparezca en la rama; y por tanto, 7 :: o € F para toda T
y todo a; tales que oH,,7. Por el lema 2.8.2, 0 H,,7 syss s,R,,5;; y por
hipotesis de la induccién, si 7 :: a € F, entonces M, s, E a. Asi pues,
M, s, F « para todo s, y todo agente a; tales que s, Ra;s;; esto es, tales que
(85,87) € Rq,U---UR,, (para todo Ry, ... R, € M). Luego, por evaluacion
de E, M, s, F Ea.

6. p = Ea: Por la regla 6, si o Ea € F, entonces o :: I?aioz € F (pa-
ra un agente a; que no apareciera previamente en la rama), y por tanto
o.an : « € F . Luego, por hipdtesis de la induccion M, s,.4,n F . Pe-
ro o.a;n es a;-hereditaria respecto a g, y por tanto s,Rg,Ss.an- Asi pues,
M,s; F a para algin s, tal que (s,,5;) € Rq, U--- U R, (para todo
Ry, ... Rq; € M), y por tanto M, s, F Ea.

7. ¢ = Ca: Por construccion, si o :: Ca € F entonces T :: a € F para toda 7
tal que oC'T. Por el lema 5.8.2, si cC'T entonces s, es alcanzable desde sg;
y por hipétesis de la induccién, si 7 ;1 o € F, entonces M, s, F a. Luego

M, s, E « para todo s, que es alcanzable desde s,; y por tanto, M, s, F Ca.

8. ¢ = Da: Por la regla 9, si 0 :: Da € F entonces ¢ :: K,a € F, y por
construcciéon, 7 :: a € F para todo 7 tal que o H,7. Por el lema 2.8.2,
oH, T syss s;R,,s,; y por hipotesis de la induccién, si 7 :: o € F, entonces
M, s; E «. Asi pues, M, s, E « para todo s, tal que s, R, s,. Por otra parte,
la regla HD garantiza que si o :: K, 8 € F entonces o :: K, € F, para
todo a; que aparezca en la rama; y por tanto, si 7 :: 8 € F para todo T tal

que 0,7, también se cumple que 7 :: 8 € F para todo 7 tal que o H,T;



158 CAPITULO 5. CONOCIMIENTO DE GRUPOS

estoes, H, = H,, N---NH,, . Ahora bien, puesto que sabemos que s,R,,s,
siy solo si 0 H,, T, por el lema 2.8.2, esto significa que R,, = Ry, N---NR,,.
De aqui se sigue que M, s, F « para todo s, tal que (s,5,) € Ry, NN Ry,
y por tanto M, s, F Da.

9. p = Da: Por la regla 10, si o Da € F entonces o.wn = o € F .y
por tanto, 7 :: o € F para algin 7 tal que cH,7. Por el Lema 2.8.2,
oH,T syss s,R,s:; v por hipotesis de la induccién, si 7 :: o € F, enton-
ces M,s, F «a. Asi pues, M,s; E « para algiun s, tal que s,R,s,;. Pero
Ry, = Ry, N---N R, , como acabamos de mostrar; luego M, s, F « para

algin s, tal que (s,,s,) € R,, N---N R, ; y por tanto M, s, F Da.

Una vez demostrado esto, el teorema 5.9.1 se sigue trivialmente: para cada
formula ¢ € T', es claro que 1 :: ¢ € F (donde 1 es la primera etiqueta que

aparece en el arbol); y por el lema 5.9.3 , M, s; F ¢. QED.

5.10. Completud

Ya hemos comentado que el caracter infinitario del operador C' y, especial-
mente, de su dual, hace que en ocasiones la tabla semantica de una férmula se
vuelva infinita. Sin embargo, esto s6lo ocurre cuando la férmula es insatisfactible.
En caso contrario, el método de tablas da lugar en un nimero finito de pasos a
una rama abierta que nos permite construir un modelo que satisface a la féormula,

lo que se demuestra a continuacion:

Teorema 5.10.1. Si una formula ¢ tiene un modelo, entonces su tabla semdntica

tiene al menos una rama abierta.

Demostracion: se realiza por induccién sobre el grado logico de la férmula.
Denominaremos F al conjunto de férmulas etiquetadas que aparecen en una rama
abierta del 4rbol y I' al conjunto de etiquetas que aparecen en dicha rama. Re-
cordemos que deciamos que una etiqueta 7 es a;-hereditaria con respecto a o (lo
que escribimos o H,,7) si y solo si para toda formula K,,¢ tal que o :: K, € F,
T ¢ € F y que una etiqueta 7 es C-hereditaria con respecto a o (lo que escribi-
mos oC'7) siy solo si para cualquier formula de la forma Cp tal que o :: Cp € F,

71 p € F. La expresion |p| designa el grado logico de .
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La base es trivial: si ¢ es atémica, el arbol semantico de ¢ consta de una sola
formula etiquetada, o :: ¢, y por tanto es abierto.
Como hipétesis de la induccién, partimos de que la afirmaciéon es verdadera
para |¢| = n y demostramos que también lo es para |p| =n + 1.
El caso de los operadores proposicionales, asi como el de K y K , es idéntico
a la prueba de la seccién 2.9, por lo que no es necesario repetirlo. En cuanto a la
negaciones de F, C'y D; la prueba remite a las de sus duales, y viceversa, por lo
que basta con presentar la prueba para los operadores E,C'y D y sus duales E,@
y D.
¢ = Ea: Por la regla 5, si 0 it Ea € F, entonces o 1 K,a € F, para
todo término de agente a; que aparezca en la rama; y por tanto o :: o € F
y 7 o€ F para todo 7 € I' tal que oH,,7. Ahora bien, si M,s F Eoq,
entonces para todo t € W de la estructura M tal que (s,t) € R, U---UR,,,
(para todo Ry,,...,R; € M), M,t = «; y por hipotesis de la induccion, la
tabla seméantica de « es abierta. Pero entonces la tabla seméntica de o :: a es
abierta, y también lo es la de 7 :: « para cualquier formula etiquetada 7 :: «
que la regla de herencia nos obligue a introducir. Luego la tabla semantica
de o 1 K,,« es abierta, para todo agente a; que aparece en la rama, y por
tanto también lo es la de Fa.

~

Y = Ea: Por la regla 6, si o :: Ea € F, entonces ¢ :: K, a € F, para
algin término de agente a; que ain no haya aparecido en la rama, luego
o.a;n : o € F. Ahora bien, si M,s E Ea, entonces hay un t € W de la
estructura M tal que (s,t) € R,, U---UR,,, (para todo Ry, ... R,, € M)
v M,t E «; y por hipotesis de la induccién, la tabla seméntica de o es
abierta. Asi pues, la tabla seméntica de o.a;n :: « es abierta, y por tanto la

de o :: ]A(aia también lo es; por lo que también lo es la de Ea.

¢ = Ca: La regla 7 y la regla HC (o HCS5) garantizan que si 0 :: Ca € F,
entonces 7 :: o € F para todo 7 € I' tal que oC7. Ahora bien, si M, s F Ca,
entonces para todo t € W de la estructura M tal que ¢ es alcanzable desde s,
Mt F «; y por hipotesis de la induccién, la tabla semantica de « es abierta.

Por tanto, también lo es la de ¢ :: Ca.

= Ca: Si M,sE éa, entonces M,t F « para algin t € W de la estructura

M tal que t es alcanzable desde s en k pasos. Demostraremos que la tabla
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semantica de « es abierta por induccién sobre k.

k = 1: Por una parte, puesto que M, t F «, la tabla semantica de « es abierta,
por la hipétesis de la induccién principal. Por otra parte, si o :: CaeF , la
regla 8 garantiza que o :: Ea € F, y de aqui se sigue que o :: IA(aia e F,
por la regla 6, v que g.a;n :: o € F, por la regla 4. Pero hemos visto que la

tabla semantica de « es abierta, luego la de Ca también lo es.

Suponemos ahora que la afirmacion es vélida para £ = n y demostramos

que también lo es para k =n + 1.

Si t en alcanzable desde s en n 4+ 1 pasos, entonces hay un mundo posible
v € W de la estructura M tal que v es alcanzable desde s en un paso, t
es alcanzable desde v en n pasos y M,v F Ca. Luego, por hipédtesis de la

induccion, la tabla semantica de C'«v es abierta.

¢ = Da: Por la regla 9, si 0 :: Da € F, entonces o :: K,a € F ; y por
tanto 0 : o € Fy T a € F para todo 7 € I' tal que 0H,7. Ahora
bien, si M, s F Da, entonces para todo t € W de la estructura M tal que
(s,t) € Ry N---N R, (para todo Ry,,...,Re—m € M), M,t E «; y por
hipotesis de la induccion, la tabla semantica de « es abierta. Pero entonces
la tabla seméntica de ¢ :: « es abierta, y también lo es la de 7 :: « para
cualquier formula etiquetada 7 :: o que la regla de herencia nos obligue a
introducir. Luego la tabla seméntica de o :: K« es abierta, y por tanto

también lo es la de Da.

Y= Da: Por la regla 10, si o = Da € F, entonces o.a,n :: a € F. Ahora
bien, si M,s F l/joz, entonces hay un t € W de la estructura M tal que
(s,t) € Ryy N-+-N Ry, (para todo Re,,...,Re, € M)y M,t E a;y por
hipotesis de la induccion, la tabla seméntica de « es abierta. Asi pues, la

tabla seméntica de o.wn :: « es abierta; y por tanto la de Da también 1o es.

5.11. Creencia colectiva

La légica doxéstica proposicional también puede extenderse para incluir ope-

radores relacionados con las creencias que tienen los miembros de un grupo con-

siderados en su conjunto. Como analogo al operador E para la creencia usaremos

EB, que se leera como “todo el mundo cree que...”; como anélogo del operador C
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introducimos Cg, que puede leerse “es creencia comun que...”, o tal vez “el grupo
cree colectivamente que...”. También introduciremos los duales de estos dos ope-
radores, ]EA?B y 63, respectivamente; pues aunque su formulacion resulta artificiosa
en castellano, son ttiles para trabajar con tablas seméanticas. No tiene sentido,
por el contrario, introducir una nocién anéloga a la de conocimiento distribuido.
La razén de esto es que los conocimientos que tienen los agentes en un grupo no
pueden ser contradictorios entre si, pero las creencias si que pueden serlo. Natural-
mente, si las creencias de los miembros de un grupo resultan ser contradictorias,
de esas creencias tomadas conjuntamente se sigue cualquier cosa; por lo que un
operador de creencia distribuida no aportaria ninguna informacion.

La seméntica de los operadores Eg y Cp, y sus duales, es completamente
analoga a la de los respectivos operadores epistémicos; sélo hay que anadir a las
clausulas corespondientes al concepto de creencia —que son las mismas que las
correspondientes al concepto de conocimiento (seccion 2.2), sustituyendo K por

By K por B las siguientes:

8. M,sE Epp syss M,tE ¢ para todo t tal que (s,t) € R,, U---UR,  (para
todo Ry, ..., Ra,, € M).

9. M,skE E\Bgo syss M, t E ¢ para algtn t tal que (s,t) € R,, U---UR,, (para
todo Ry, ..., R,, € M).

10. M, s E Cgp syss M,tF ¢ para todo t alcanzable desde s.

11. M,skE 63@ syss M, t F ¢ para algtn ¢ alcanzable desde s.

La diferencia entre estos operadores y los de conocimiento comiin radica, como
ya estamos acostumbrados, en las propiedades de la relacion de accesibilidad. Asi,

si la relacion de accesibilidad es serial tendremos el sistema K D¢ ;

si es serial y
transitiva, K D4 ; y si es serial y euclidea, K D457, .

Tampoco respecto a la axiomatizaciéon hay diferencias importantes respecto a
los sistemas correspondientes de conocimiento de grupos. Basta con anadir a los
correspondientes sistemas K D,,, KD4,, y KD45,, los dos esquemas de axioma
y el esquema de regla resultante de sustituir en C1, C2 y RC1 los operadores

epistémicos por los operadores doxasticos correspondientes:

B1 Egp <> By,p A -+ A By (para todo i € A)
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C2 CB(p — EB (Lp/\ CBQO)

o= Ep(YAp)
p—CpY

La prueba de validez y correcciéon de los sistemas resultantes es absolutamente

RC1

analoga a la de los sistemas epistémicos correspondientes, por lo que no creemos

necesario repetirlas.

5.12. Tablas semanticas para creencia colectiva

Tampoco resulta muy dificil modificar el método de tablas que hemos presen-
tado para adaptarlo a la nocién de creencia colectiva. Por supuesto, tendremos

que reescribir las reglas correspondientes a la negacion:
1. Si la formula etiquetada a marcar es o :: —a:

) si aes Egf, se escribe o :: Ep—f al término de la rama.
) si aes Egf3, se escribe o 1 Ep—f al término de la rama.
g) si o es Cpf, se escribe o :: Cp—f al término de la rama.

si «a es 6’36, se escribe ¢ :: C'g—f al término de la rama.
Las reglas de los operadores Eg y EB son idénticas a las de F'y E:

5. Si la formula etiquetada a marcar es o :: Ega, se escribe al término de la

rama o :: By, o, 0 it By,a, -+ | B, «, para todo agente a; que aparezca en

am

la rama, y se marca con ay, as, -+ , Q.

6. Si la formula etiquetada a marcar es o :: Epa se escribe o :: ]/B\aioz (donde
a; es un parametro de individuo que atn no haya aparecido en la rama) y
se marca con a;. Restriccion: salvo que o sea de la forma 7.a;n y T.a;n :: o
aparezca en la rama, en cuyo caso se da la regla por aplicada y se marca la

formula con a;.

La regla del operador Cp si que requiere una modificacién: la que resulta
del hecho de que la relacion de accesibilidad no es reflexiva (pero si serial). La

diferencia entre las reglas de C'y Cp es anéloga a la que existe entre K y B.
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7. Sila formula etiquetada a marcar es o :: Cga, se escribe o :: Cgar al término

de la rama y se marca con Cg.

La de su dual, Cg, tampoco requiere méas modificacién que el cambio de

signo:

8. Si la formula etiquetada a marcar es ¢ :: Cpga, se abre una subrama, se
escribe a su término o :: Ega vy se marca Cgl. Si esta subrama se cierra, se
abre otra subrama, se escribe ¢ :: EgFEpga al término de la rama y se marca

con Cg2; y asf sucesivamente hasta encontrar una subrama abierta.

También el las reglas de herencia tendremos que hacer alguna modificacion,
derivada del hecho de que la relacion de accesibilidad doxéstica no es reflexiva. La

forma en que quedan estas reglas es la siguiente:

HCDox: Si en una rama del arbol aparece la formula etiquetada o :: Cgyp, se
escribe al término de la rama o.a;n :: Cgp y 0.a;n :: ¢, para toda etiqueta

o.a;n que aparezca en la rama.

Si el sistema con el que queremos manejarnos es K D45,,, tendremos que garantizar
ademas que la relaciéon “ser alcanzable desde” es simétrica, por lo que tendremos

que anadir la siguiente regla:

HCKDA45: Si en una rama del arbol aparece la formula etiquetada o.a;n :: Cgyp,

se escribe o :: Cpp v 0 i ¢ al término de la rama.

Como en el caso del operador de conocimiento de grupos, la restricciéon impuesta
a la regla del operador B nos obliga a introducir una nueva regla cuando nos

manejamos en el sistema K D4,,:

HCKD4: Si en una rama del arbol aparece la féormula etiquetada o :: Cgy y, en
aplicacion de la restriccion a la regla 4, una formula etiquetada de la forma

o :: By, se ha marcado con B(7), se escribe al término de la rama 7 :: Cp y
T .
Una vez més, la prueba de correccion de este método es virtualmente idéntica,

salvo los cambios evidentes, a la del método de tablas para conocimiento de grupos,

por lo que evitaremos su repeticion.






Capitulo 6

Conocimiento y tiempo

6.1. Generalidades

Hemos tratado hasta ahora del conocimiento y la creencia de los agentes con
diferentes niveles de complejidad, anadiendo operadores que nos permitian anali-
zar estos niveles cada vez mas complejos; pero en todos los casos hemos partido de
un supuesto implicito que no conviene pasar por alto; a saber, que el conocimiento
de los agentes permanece invariable a lo largo del tiempo, de manera que el factor
temporal resulta irrelevante para el analisis y puede ser ignorado en el sistemal.

Esta forma de abordar la cuestion puede ser adecuada para ciertas situaciones
y durante cortos periodos de tiempo; pero no se nos oculta que en un nimero
importante de casos relevantes el conocimiento de los agentes puede verse alterado
por la adquisicién de nueva informacion (o tal vez por el olvido o la pérdida de
informacion), de manera que resulta imprescindible incluir el tiempo en nuestros
anélisis para obtener una comprensién cabal del conocimiento de los agentes?.

Hay una gran cantidad de puzzles sobre cuestiones epistémicas que incorporan,
implicita o explicitamente, el concepto de tiempo. De ellos, seguramente el més

conocido es el de los ninos manchados®. Los protagonistas de este puzzle son un

'Hintikka si explicita esta condicién, en Hintikka, J. (1962), sec. 1.3.

2También puede tratarse adecuadamente el cambio del conocimiento usando sistemas légicos
que no introducen explicitamente operadores temporales, como la Légica Epistémica Dindmica
o la Logica de Anuncios Publicos.

3Se puede encontrar en la literatura una gran cantidad de versiones de este puzzle, que es a
su vez una variante de otros como el de los “hombres sabios”, o las “esposas infieles”. Algunas de
estas versiones se pueden consultar en Moses, Y. O.; Dolev, D y Halpern, J.Y. (1986), Hoek,
W. van der y Verbrugge, L.C. (2002) y Fagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y Vardy, M.Y.
(1995).
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grupo de nifnos, de los que suponemos que son agentes perfectamente racionales
y, tal vez, que han asistido con aprovechamiento a un curso de logica epistémica,
que han estado jugando en el parque. Al terminar el juego, el padre de uno de
ellos los reune en circulo, de forma que todos pueden verse las caras, y anuncia:

— Al menos uno de vosotros tiene la cara manchada de barro. El que tenga
la cara manchada, que de un paso al frente.

Suponemos que el padre repite este anuncio tantas veces como sea necesario,
dejando cada vez el tiempo suficiente para que podamos considerar de conoci-
miento comun que nadie sabe que tiene la cara llena de barro. ;Pueden los ninos
descubrir que tienen barro en la cara? Sorprendentemente, la respuesta es si*:
suponiendo que hay exactamente n nifios manchados, al enésimo anuncio todos
ellos dardan un paso al frente, lo que se demuestra de la siguiente manera:

Si es un solo nifio el que tiene la cara manchada, después del primer anuncio
aquel que no vea a ningun nino sucio dara un paso al frente. Si son dos los ninos
con la cara manchada, después del primer anuncio todos sabran que el ntiimero de
ninos manchados es mayor que uno (pues nadie ha dado un paso al frente); con
lo cual, el que vea una sola cara embarrada dard un paso al frente al producirse
el segundo anuncio. Reiterando este razonamiento comprobamos que al pasar el
anuncio n — 1 sin que nadie se adelante, todos sabran que hay al menos n ninos
manchados; con lo que al producirse el anuncio ntumero n todos los que vean sélo
n — 1 caras sucias daréan un paso al frente.

Asi pues, si queremos analizar el cambio del conocimiento, conviene anadir
operadores temporales a nuestros sistemas de logica epistémica. Como es habitual,
supondremos un tiempo discreto que se extiende infinitamente hacia el futuro. La
asuncion de que el tiempo es infinito hacia el futuro parece bastante natural, pues
si bien todos los procesos reales tienen lugar en un tiempo limitado, es imposible
determinar a priori la duraciéon total del proceso. Por supuesto, es posible extender
también el tiempo hacia el pasado afiadiendo operadores simétricos a los de futuro.
Este proceso no resulta dificil, pero afiade complejidad a la notaciéon, por lo que
no lo haremos en este lugar.

Mas extrano resulta, por el contrario, el hecho de considerar el tiempo como

4Por supuesto, el hecho de que nos resulte sorprendente indica claramente que nuestra con-
cepcidn de los agente epistémicos es altamente idealizada: un grupo de ninos reales jamés llegaria
a esta conclusiéon. Es seguramente el precio que tenemos que pagar por tratar el asunto desde
un punto de vista logico.
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discreto. Hemos de considerar, no obstante, que la infinita divisibilidad del tiempo
no parece aportar nada realmente significativo al analisis de los procesos episté-
micos. Cualquier proceso en que se produce una alteracién del conocimiento de
los agentes puede ser analizado como si constara de una sucesién de intervalos en
cada uno de los cuales los sujetos tienen, o no, una serie de conocimientos, y cuya
estructura matematica interna nos resulta irrelevante; de manera que podemos
considerarlos a todos los efectos como una sucesiéon de instantes.
Desgraciadamente, la dificultad de razonar sobre conocimiento y tiempo es
muy grande. Entre otras cosas, hay que tomar decisiones sobre el lenguaje em-
pleado y sobre ciertas asunciones que afectan a los sistemas distribuidos subya-
centes. Halpern, van de Meyer, y Vardi® cuentan hasta noventa y seis logicas
posibles resultantes de la combinacién de estos parametros, cuarenta y ocho de
las cuales consideran un tiempo lineal y cuarenta y ocho un tiempo ramificado. El
conjunto de féormulas vélidas en un cierto ntimero de estas l6gicas no es recursiva-
mente numerable, lo que debe ser tenido en cuenta a la hora de presentar sistemas
axiométicos. Como es natural, no podemos analizar exhaustivamente todos estos
sistemas, lo que seria objeto de un trabajo independiente. En este capitulo nos
limitaremos a analizar alguna de estas logicas y a presentar un método de tablas

seméanticas en los casos en que resulte posible.

6.2. Sintaxis

Para construir el lenguaje de una logica epistémica temporal s6lo necesitamos
anadir al de la logica epistémica proposicional (con o sin operadores de conoci-
miento de grupos) el operador monédico () y el operador diadico U. QO se lee
“en el siguiente momento ¢”, mientras que U se lee “p hasta que 1”. A partir

de estos dos operadores se definen [, y ¢:

<>()0 —def TU()O
DQD =def QOUJ_

El significado intuitivo de )y es que ¢ es verdad en el siguiente momento o

intervalo temporal; el de U1, que ¢ es verdad hasta que lo sea ¥; Q¢ (se lee

SHalpern, J.Y.; van der Meiden, R. y Vardi, M.Y. (1999).
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“en algin momento ¢”) significa intuitivamente que ¢ es verdad en el presente
o en algiin momento del futuro; O (léase “siempre ¢”), que ¢ es verdad en el
presente y en todo momento del futuro. No introduciremos operadores de tiempo
ramificado.

Llamaremos C K L,, al lenguaje construido con estos operadores temporales y
los operadores epistémicos K, E y C (y sus duales). KL, es el lenguaje corres-
pondiente sin los operadores E'y C.

Sea P un conjunto no vacio de variables proposicionales, y dado un conjun-
to A de agentes, CKL,, es el conjunto més pequeno que cumple las siguientes

condiciones:
1. Sipe P,pe CKL,,.
2. Sipe CKLy,, & CKL,,.
3. Sip,p € CKLy , oA,V oy p— e CKLy,.
4. Si p € CK Ly, K, I?aigo,Egp, /E\% Copy C'\go € CKL,, (para i € A).
5. Sip,p € CK Ly, Qp,pUt,Opy Op € CKL,,

Por supuesto, las reglas de formacién de férmulas de K L, son simplemente una

restriccion de las anteriores, por lo que no las presentamos explicitamente.

6.3. Semantica

Para presentar la semantica de una logica epistémica temporal debemos antes
decir algo sobre la nocién de sistema. Podemos partir, como hemos hecho otras
veces, del ejemplo de un juego de naipes. Si suponemos un juego en que cada
jugador tiene en todo momento cuatro cartas, entonces el conjunto de todos los
estados posibles para cada jugador es el de todos los repartos posibles de cuatro
cartas. Por ejemplo, si suponemos todos los naipes numerados del uno al cuarenta,
los repartos (1,2,3,4), (10,20,30,40) 6 (5, 18,23,34) son manos posibles de un
jugador dado, digamos a;. Llamaremos a cada una de estas situaciones posibles
en las que puede estar un agente un estado local de a;, y lo denotaremos por s,,.
Ademas, suele ser necesario tener en consideracion aspectos relevantes del sistema

que no se incluyen en la descripcién del estado local de los agentes, tales como
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cartas vueltas boca arriba sobre la mesa, para ello incluimos un estado local s,
que describe las caracteristicas relevantes del entorno.

Sea A un conjunto de m agentes. Si L. es el conjunto de estados posibles del
entorno y L, (para a; € A) el conjunto de estados locales posibles para el agente

a;, entonces G = L, X Ly, X -+ X L, es el conjunto de estados globales.

Definimos ahora un recorrido sobre G como una funcién del conjunto de los
ntmeros naturales, que hemos elegido como dominio temporal, en G. Esto es,
cada recorrido es una secuencia de estados globales. Hablaremos del punto (r,n)
para referirnos al momento temporal n del recorrido r, y escribiremos r(n) para
referirnos al estado global del sistema en el punto (r,n). A su vez, escribiremos
re(n) para referirnos al estado local del entorno en el punto (r,n); y r,,(n) para
referirnos al estado local del agente a; en ese mismo punto.

Ahora ya podemos definir un sistema R sobre G como un conjunto de recorri-
dos sobre G.

El concepto de sistema es la base sobre la que podemos construir la seméntica
de una logica epistémica temporal. El sistema R jugara el papel que el conjunto W
de mundos posibles jugaba en los modelos kripkeanos; pero para definir la verdad
de una férmula necesitamos disponer todavia de las relaciones de accesibilidad y
de la funciéon de evaluacion.

Las primeras pueden definirse directamente sobre el concepto de estado glo-
bal. Esto se ve facilmente volviendo a los juegos de naipes: si un jugador a tie-
ne el reparto (1,2,3,4) considerara posible que otro jugador b tenga, por ejem-

plo (5,6,7,8); pero no (1,5,6,7), ya que es incompatible con las cartas que él

mismo tiene. Esto es, dados dos estados globales de R s = (Se, Say, ", Sa,) ¥
s = (s’e, Says " ,s;n)7 diremos que s es indistinguible de s’ para el agente a;, lo

que escribiremos s ~,, ', syss el estado local de a; es el mismo en s y en s; esto
es, si 8o, = s;,,. Como puede verse, esta relacion es una relacion de equivalencia,
lo que significa que el sistema de logica epistémica subyacente es S5.

Sea ahora P un conjunto no vacio de variables proposicionales®. Podemos
definir un sistema interpretado Z como un par (R,v), donde R es un sistema

sobre G y v es una funcién que asigna valores de verdad a los elementos de P

6 Asumimos que se pueden describir las propiedades relevantes del sistema usando logica
proposicional. Por supuesto, es posible extender el concepto de sistema interpretado a la logica
de primer orden; pero no lo haremos en este lugar, por razones de simplicidad.
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en cada estado s € G; esto es, v : P x G + {1,0}7. Escribiremos v(s)(p) =16
v(s)(p) = 0 para indicar que el valor asignado a la variable p en el estado global
s es respectivamente 0 6 1. El valor de verdad de una variable en un punto (r,n)
es simplemente el valor de esa variable en el estado r(n) correspondiente.

Ahora ya podemos definir el concepto de verdad de una féormula ¢ en un
punto (r,n) de un sistema interpretado Z. Escribiremos (Z, r,n) F ¢ para denotar
que la formula ¢ es verdadera en (o satisfecha por) el punto (r,n) del sistema
Z. Presentaremos las clausulas para el lenguaje CKL,,, dados como siempre un
conjunto A de m agentes y un conjunto no vacio P de variables proposicionales;
las de K L,, s6lo requieren eliminar las clausulas correspondientes a los operadores
C'y FE, y sus duales.

La verdad de una férmula atémica se define de forma completamente previsible:
(Z,r,n) E p (parap € P) syss v (r,n)(p) =1

El caso de los operadores proposicionales se define de la forma habitual. Las
clausulas correspondientes a los operadores epistémicos son simplemente una va-

riacién formal de las que hemos usado hasta ahora:

(Z,r,n) E K@ syss (Z,r',n') E ¢ para todo (r',n’) tal que (r,n) ~,, (r',n).

/

(Z.r,n) E Ko, syss (Z,7,n') E ¢ para algtn (/,7) tal que (r,n) ~q, (',7).

(Z,r,n) E E,¢ syss (Z,7,n') E ¢ para todo (1',n') tal que (r,n) ~,, (r',n’)
(para todo a; € A).

(Z,7,n) E E,p syss (I,7,n') E ¢ para algin (/,n/) tal que (r,n) ~g, (',n/)
(para algin a; € A).

(Z,r,n) E Cypsyss (Z,7,n') E ¢ para todo (r',n') tal que (r',n’) es alcanzable
desde (r,n).

(Z,r,m) E Cy,psyss (Z,r',n') E ¢ para algan (1, n’) tal que (r',n’) es alcanzable
desde (r,n).

"Esta es la forma en que lo presentan Fagin, R., Halpern, J.Y., Moses, Y. y Vardy, M.Y.
(1995) y Halpern, J.Y. y Vardi, M.Y. (1989); en cambio, Halpern, J.Y.; van der Meiden, R. y
Vardi, M.Y. (1999) interpretan que v asigna un valor de verdad en cada punto, y no en cada
estado global; con lo que el valor de verdad de las variables en puntos a los que les corresponde
el mismo estado global puede ser distinto. Esta es una interpretaciéon més amplia, pero hemos
adoptado la primera por parecernos mas natural.
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El concepto “ser alcanzable desde” que aparece en las clausulas de C'y C se
define como en el capitulo 5: (7', n') es alcanzable desde (r,n) syss hay un camino
desde (r,n) hasta (r/,n’) pasando por las diferentes relaciones de accesibilidad
para diferentes agentes.

Queda, por tltimo, definir la verdad de una férmula en un punto de un sistema
interpretado para el caso de los operadores temporales. Las cldusulas correspon-

dientes son las siguientes:

(Z,r,n)E Qg syss (Z,r,n+1)E ¢
(Z,r,n) EOp syss (Z,r,n') E ¢ para todon’ >n
(Z,r,n) E Op syss (Z,r,n') F ¢ para algin n’ > n

(Z,r,n) E U syss hay algan n’ > n tal que (Z,r,n') E ¢ y para todo n” tal
quen' >n">n, (Z,r,n")E ¢

Diremos que Z £ ¢ si para todo punto (r,n) € R del sistema interpretado Z,
(Z,r,n) E ¢. A suvez, dado un conjunto de sistemas interpretados O, escribiremos

Fo ¢ para denotar que Z F ¢ para todo Z € O.

6.4. Propiedades de los sistemas

En la primera seccién de este capitulo menciondbamos que en funcién de cier-
tas asunciones sobre los sistemas subyacentes, ademéas de sobre el el lenguaje
empleado, se generaban distintas l6gicas epistémico-temporales. Veremos ahora
ciertas propiedades que definen clases interesantes de sistemas interpretados. Ta-
les propiedades son cuatro: memoria perfecta, no aprendizaje, sincronia y estado

micial unico.

6.4.1. Memoria perfecta

Una de las razones por las que nuestras formalizaciones del conocimiento de
los agentes resultan idealizadas es que con frecuencia los agentes reales, al menos
los humanos, tenemos una memoria demasiado limitada para retener toda la in-
formacién relevante. En un juego de naipes suficientemente complejo, la mayoria

de los humanos normales es incapaz de recordar qué cartas han aparecido y en qué
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circunstancias del juego mas alld de una pocas jugadas. Con todo, la suposicién
contraria es habitual en teoria de juegos; y hay una cierta cantidad de casos en
que resulta interesante modelar los sistemas como si los agentes pudieran retener
toda la informacién relevante ocurrida hasta el momento. De los sistemas en que
los agentes tienen esta propiedad diremos que son sistemas con memoria perfecta.

Lo que intuitivamente significa la propiedad de memoria perfecta es que el
estado local de un agente a; contiene toda la informacién de lo ocurrido hasta
entonces, desde el punto de vista del agente. Hay varias maneras equivalentes de
caracterizar esta nocién. Una de ellas es la siguiente:

Llamemos secuencia de estados locales del agente a; hasta el punto (r,n) a
la secuencia de estados locales que adopta el agente a; a lo largo del recorrido
r hasta llegar al momento n, incluyendo el estado r (n), omitiendo repeticiones
consecutivas®. Por ejemplo, si el agente a pasa desde el momento 0 al 4, en el
recorrido r, por los estados locales (s}, 52, s 3, s3) susecuencia de estados locales

a’“a’“a’“a’“a
sera (sl s2 3

a’“a’-a

). Pues bien, el agente a; tiene memoria perfecta en el sistema R
si para cualesquiera puntos (r,n),(r',n') € R, si (r,n) ~, (r',n’) entonces la
secuencia de estados locales que adopta a; a lo largo de r es la misma en (r,n) y
en (r',n).

Puesto que el significado intuitivo de esta propiedad es que los agentes no
pierden informacién, podria parecer que los sistemas con memoria perfecta se
caracterizan por la validez de la formula K,,¢ — UK, ¢. Esto sin embargo no
es cierto. Piénsese, por ejemplo, que dada una férmula cualquiera ¢ puede ser
verdadero en un punto (r,n) de un sistema interpretado Z que (Z,r,n) E =K, ¢;
y por tanto también que (Z,r,n) F K, K, . Pero en un momento posterior n/,
a; puede haber aprendido si ¢ es verdadero o falso; con lo cual no serfa verdad

que (Z,r,n') E =K, ¢, y por tanto (Z,r,n') ¥ K, —~K,,p.

6.4.2. No aprendizaje

Si la propiedad de memoria perfecta significa que los agentes no pierden ni
olvidan informacioén, la propiedad de no aprendizaje consiste, hablando algo tos-

camente, en que los agentes no pueden adquirir informacién nueva; de manera

8La razon por la que puede haber repeticiones es que, en los sistemas asincronos, el estado
local del agente puede no verse afectado por el paso del tiempo; cosa imposible en los estados
sincronicos. Hablaremos de estas propiedades un poco mas adelante.
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que lo que el agente considera posible en un momento n lo seguira considerando
posible en todo momento del futuro.

Llamemos secuencia de estados locales futuros del agente a; en el punto (r,n)
a la secuencia de estados locales que adopta el agente a; a partir del punto (r,n),
omitiendo repeticiones consecutivas, e incluyendo r (n). Diremos que el agente a;
no aprende en el sistema R si para cualesquiera puntos (r,n),(r',n’) € R, si
(r,n) ~q, (r',n’) entonces la secuencia de estados locales futuros del agente a; a

lo largo de r es la misma en (r,n) y en (', n/).

6.4.3. Sincronia

En los ejemplos que hemos propuesto, tales como juegos de naipes, el cambio
de un momento a otro venia marcado por rondas o anuncios publicos (en el caso de
los ninos manchados) de forma que cada agente tenia siempre constancia de cual
era el momento en que se encontraba. Podemos describir esto como la suposicion
de que todos los agentes tienen acceso a un reloj comun que marca el paso de un
momento a otro, y la lectura de ese reloj es parte de la descripcion de cada estado
local; de forma que si estamos, por ejemplo, en el momento 3, todos los agentes
saben que estamos en el momento 3. Cuando esto ocurre, decimos que el sistema
es sincronico.

Una consecuencia inmediata de esta descripcion es que en un punto (r,n) los
agentes no consideran posible que estén en un momento distinto de n. Podemos
tomar esto como definicién de sincronfa: un sistema R es sincrénico syss para
todo agente a; € A y cualesquiera puntos (r,n), (r',n') € R, si (r,n) ~,, (r',n’)

entonces n = n'.

6.4.4. Estado inicial tinico

En los juegos de naipes que hemos estado tomando como ejemplo, hay un gran
numero de repartos de cartas posibles al iniciarse el juego. Pero no en todos las
situaciones imaginables se da esta situacion. En el juego del ajedrez, por ejemplo,

la situacion inicial de la partida es siempre la misma®. Decimos que un sistema R

9Claro que el ajedrez no es lo que podriamos llamar un juego epistémico. Aun asi, es facil
imaginar sistemas epistémicos que funcionan como el ajedrez en el sentido de que todos los
agentes saben cual es el estado inicial.
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tiene un estado inicial inico si para cualesquiera recorridos r,r" € R, r (0) = ' (0);
lo cual significa que para todo agente a; € A, (r,0) ~g, (17,0).

En lo que sigue usaremos C,, para referirnos al conjunto de todos los sistemas
interpretados para m agentes, y anadiremos los superindices mp, na, s y eiu para
referirnos a los conjuntos de sistemas interpretados para m agentes que tienen

cada una de estas propiedades.

6.5. Axiomatizacion

Dada la vastedad del tema, en esta secciéon nos limitaremos a presentar algunos
resultados conocidos sobre sistemas axiomaéticos de logica epistémica temporal que
nos permitiran a continuacién proponer un método de tablas seméanticas.

Ya hemos mostrado en el capitulo 2 que los esquemas de axioma A1-Ab junto a
las reglas R1 y R2 constituyen una axiomatizaciéon correcta y completa del sistema
S5, de logica epistémica proposicional. A su vez, en el capitulo 5 se demostrd que
anadiendo a los anteriores los esquemas de axioma C1 y C2, ademas de la regla
RC1, obtenemos una axiomatizacién correcta y completa del sistema S5¢. Asi
pues, para construir los correspondientes sistemas de logica epistémica temporal,
deberemos afnadir a S5,, o S5C los correspondientes axiomas y reglas de logica
temporal méas aquellos que especifiquen la relacién entre conocimiento y tiempo.

Respecto a los operadores temporales, el siguiente conjunto de esquemas de
axiomas y reglas constituye, junto a Al y R1, una axiomatizaciéon correcta y

completa respecto a la semantica que acabamos de presentar'?:
T1 O AO (e = ¥) = Oy
T2 O < -0¢
T3 Uy < ¢V (9 A O (UY))

Fe
RT1 ——=&
= Oy

Fo' = = AQ¢!
RT2

Fo' = = (eUy)

El uso del signo F en las reglas RT1 y RT2 tiene el mismo sentido que en la regla

R2 (seccion 2.3). Mientras nos mantengamos en el ambito estricto de la deduccion

0Gabbay, D.; Pnueli, A.; Shelah, S. y Stavi, J. (1980)
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axiomatica, tal signo no aporta nada relevante; pero si queremos introducir el
concepto de derivabilidad de una féormula en un sistema axioméatico AX, tal como
lo definiamos en ese lugar, el uso irrestricto de esta regla tendria la consecuencia
de que AX,p F O, que es obviamente indeseable. En la forma en que esta
presentada la regla, pues, ha de entenderse como sigue: si ¢ depende sélo de los
axiomas de AX, entonces de ¢ se sigue ()y. Anélogamente ocurre con la regla
R2.

Llamaremos S57 al sistema formado por los esquemas de axioma A1-A5 +
T1-T3, junto a las reglas R1, R2, RT1 y RT2; y S5CY al resultado de afiadir
a S5Y C1, C2 y RC1. Puesto que en la clase de sistemas interpretados C,, no
hay interaccion entre conocimiento y tiempo, S5Y resulta ser una axiomatizacion
correcta y completa para el lenguaje KL, respecto a C,,; e igualmente ocurre
con S5CY para el lenguaje CK L,,. De forma bastante mas inesperada, esto no
se modifica si anadimos las propiedades de sincronia y estado inicial tnico; de
manera que S5Y sigue siendo una axiomatizacion correcta y completa respecto
a Cs, Cov y C3e para el lenguaje K L,,; y lo mismo ocurre con S5CY para el
lenguaje C K L,,. Al parecer, el lenguaje C'K L, no es lo suficientemente rico como
para captar estas diferencias.

En cambio, si queremos tomar en consideracién las propiedades de memoria
perfecta y no aprendizaje tendremos que anadir axiomas adicionales. Los candi-

datos que se han propuesto son los siguientes:

KT1 K,,Op — OK,,¢ (para todo a; € A)

KT2 K, O ¢ — OK,,p (para todo a; € A)

KT3 K, o AQ (Kot A Ky x) = Ko (Ko U (Ko 10 U=y)) (para todo a; € A)
KT4 K, oUK,¢ — K, (K. UK,) (para todo a; € A)

KT5 OK, ¢ — Ka, O ¢ (para todo a; € A)

Resumiremos brevemente algunos resultados conocidos:

De KT1 se conjeturd que caracterizaba completamente la propiedad de memo-
ria perfecta; esto es, que S5+ KT1 es una axiomatizacion completa respecto a
C"P. Sin embargo, esta conjetura resulté ser falsa, como se demostré en Meyden,
R. van der (1994). para obtener un sistema completo hace falta anadir el axioma
KT3. KT1 es demostrable en S5Y + KT3.
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El esquema de axioma KT2 expresa la combinacién de memoria perfecta y
sincronfa; de forma que S5Y+ KT2 es una axiomatizacion correcta y completa
para el lenguaje K L,, respecto a CP* | pero también respecto a CT'P*¢t |

Como ya hemos comentado, a S57 + KT3 es una axiomatizacion correcta y
completa respecto a a C™P | y también lo es respecto a CP™; siempre respecto
a KL,

El axioma KT4 caracteriza la propiedad de no aprendizaje; de modo que S5Y +
KT4 constituye una axiomatizacién correcta y completa respecto a C;¢. Como
resulta previsible, S57 + KT3 + KT4 es una axiomatizacion correcta y completa
para el lenguaje K L,, respecto a CP1@ y g CIPnacit,

Por ltimo, el axioma KT5 expresa la combinaciéon de no aprendizaje y sincro-
nia; esto es, S5Y + KT5 es una axiomatizacion correcta y completa para el lenguaje
K L,, respecto a C"**. De aqui se sigue que KT4 es demostrable en S5Y + KT5,
pero también que S5Y + KT2 + KT5 es una axiomatizacion correcta y completa

para el lenguaje K L,, respecto a C;»"*,

6.6. Tablas recursivas para sistemas sincrénicos

Como haciamos en el capitulo dedicado a conocimiento de grupos, presentare-
mos un método de tablas basado en los DB-tableaux!!, que permiten encontrar,
en caso de que los haya, modelos tan simples como sea posible. Por razones de
simplicidad tomaremos K y K como tinicos operadores epistémicos; esto es, no
presentaremos reglas para tratar con el conocimiento de grupos. Este método,
con todo, no hace decidible a la légica epistémica temporal; ya que la naturaleza
infinita del tiempo hace que haya férmulas que sélo sean satisfactibles en modelos
infinitos. Explicaremos esto con detalle mas adelante.

El método de DB-tableaux, tal como lo aplicAbamos en 5.7, permite abrir
ramas provisionales que en caso de ser abiertas dan por finalizada la aplicacién de
la regla; pero que en caso de ser cerradas exigen la apertura de otra rama. En el
método que ahora vamos a presentar anadimos a ciertas reglas otra caracteristica:
la recursividad; esto ocurre con las formulas de la forma Qa, aUB y = (aUPp).
En los casos de estos tres tipos de férmulas la regla consta de dos partes; una

primera, a la que llamaremos la condicién de parada, que en caso de dar lugar a

1Para una aproximacion diferente véase Wooldridge, M.; Dixon, C. and M. Fisher (1998).
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una rama abierta da por concluida la aplicacién de la regla; y una segunda que se
aplica solo si la primera da lugar a una rama cerrada y que caracteristicamente
genera una rama que contiene las formulas OO, O (aUB) o O—(aUp) (en los
casos de Qa, aU [ o = (aUf3), respectivamente). Llamaremos a esta segunda parte
la clausula recursiva de la regla. Por supuesto, puede ocurrir que la condicién de
parada nunca genere una rama abierta, bien porque la formula no sea satisfactible,
bien porque sélo lo sea en sistemas interpretados que constan de infinitos puntos.
En estos casos, la regla da lugar a una rama infinita.

Para extender los métodos que hemos estado utilizando a sistemas de logica
epistémica temporal necesitamos, por lo pronto, modificar las etiquetas de forma
que contemplen el elemento temporal. Para ello, anadiremos un sufijo al tipo de
etiquetas que hemos estado utilizando que indicara el momento del tiempo en que
nos encontramos.

Una etiqueta es pues una secuencia o (t), donde o se construye como en la
seccion 2.6 y t € N. Diremos que o es el segmento epistémico y t el segmento
temporal de la etiqueta. Por supuesto, la primera etiqueta de toda tabla es 1 (0).

Las reglas para los operadores proposicionales no sufren mas modificacién que
el cambio de etiqueta, por lo que no consideramos necesario resenarlas. Tampoco
las reglas de los operadores K y K sufren realmente modificacién; sin embargo,
hay en ello algo interesante que conviene destacar. Reescribimos pues las reglas

con los correspondientes cambios:

3. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: K, se escribe o () :: « al

término de la rama y se marca con K.

4. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: IA(aia se escribe o.a;n (t) :: a al
término de la rama (donde n es el primer entero positivo tal que o.a;n (t)
es nueva en la rama) y se marca con K (o.a;n (t)). Restriccion: salvo que
7 (t) :: o aparezca en la rama y 7 (t) sea un ascendiente epistémico de o (t)
respecto a a;, en cuyo caso se da la regla por aplicada y se marca la formula
con K (7 (t)).

HKS5: a) Sien una rama del arbol aparece una formula etiquetada de la forma
o (t) = Kga, se escribe al término de la rama o.a;n (t) :: K, «, para

toda etiqueta o.a;n () que aparezca en la rama.
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b) Si en una rama del arbol aparece una férmula etiquetada de la forma

o.an (t) :: K4 a, se escribe o (t) 1 K, al término de la rama.

Se habra podido observar que la tinica modificacién que se ha hecho respecto
a las reglas presentadas en 2.6 es el anadido de un segmento temporal a las eti-
quetas que permanece invariable, y que por tanto no parece aportar nada nuevo.
El concepto de ascendiente epistémico usado en la restriccion a la regla 4 debe re-
definirse por el mismo procedimiento; esto es, manteniendo invariable el elemento
temporal.

Esta modificacién no es, sin embargo, totalmente inocente. De hecho, el que
el segmento temporal permanezca invariable es lo que garantiza que tratamos
con sistemas sincrénicos. Hablando toscamente, esto significa que los agentes s6lo
consideran posibles aquellos estados globales situados en el mismo momento, que
es precisamente lo que define la sincronia.

A estas reglas debemos anadir ahora las especificas para los operadores tempo-
rales, y las que establecen la relacién entre operadores epistémicos y temporales,
en los sistemas que las requieran. A diferencia de lo que hemos hecho hasta ahora,
presentar una regla para la negacién de todos los operadores, presentaremos una
regla para cada operador y otra para su negacién. Podemos suponer el resto de
las reglas reescritas de igual forma.

Las reglas para los operadores () y [J no presentan mayor dificultad:

5. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: Qa se escribe o (t +1) - a al

término de la rama y se marca con ().

6. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: = (O «a se escribe o (t + 1) 1 ~«

al término de la rama y se marca con —.

7. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: Oa se escribe o (t) 1 a al

término de la rama y se marca con [].

8. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: =Oa se escribe o (t) :: O—a al

término de la rama y se marca con .

Ademas, es necesaria la siguiente regla de herencia:

HT: Si en una rama del arbol aparece una férmula etiquetada de la forma
o (t) :: Oa, se escribe al término de la rama o (') :: «, para toda etiqueta

o (t') que aparezca en la rama tal que ¢’ > t.
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Los operadores ¢ y U son los que introducen complicaciones adicionales que nos
obligan a utilizar los procedimientos de DB-tableaux recursivos que hemos expli-

cado. Las reglas en cuestion son las siguientes:

9. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: Qa se abre una subrama, se
escribe a su término o (t) :: @ y se marca Q1. Si esta subrama se cierra, se

abre otra subrama, se escribe o (t) :: OQa y se marca con (22,

10. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: =Qa se escribe o (t) :: O-a al

término de la rama y se marca con —.

11. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: aUf3 se abre una subrama, se
escribe a su término o (¢) :: 8y se marca con U1. Si esta subrama se cierra, se
abre otra subrama, se escribe consecutivamente o (t) :: ay o (t) :: O (aUp),

y se marca con U2.

12. Si la formula etiquetada a marcar es o (t) :: = (aUf) se abre una subrama,
se escribe consecutivamente o (t) :: —a y o (t) :: =f; y se marca con —U1. Si
esta subrama se cierra, se abre otra subrama, se escribe consecutivamente
o(t)a,o(t):=8yo(t):O-(aUpB);y se marca con ~U2.

Ya hemos explicado que el hecho de que el segmento temporal de la etiqueta
permanezca invariable en las reglas de los operadores epistémicos garantiza que
se cumple la condicién de sincronia. Por otra parte, no hemos introducido atn
reglas que determinen la interacciéon entre operadores epistémicos y temporales.
Asi pues, los sistemas interpretados que este método de tablas nos permite cons-
truir pertenecen a la clase C2,. Pero hemos comentado también que S5Y, constituye
una axiomatizacion correcta y completa respecto a C;,, por lo que el conjunto de
formulas validas definido por las reglas que acabamos de definir se corresponde
con este sistema.

Por supuesto, esto no significa que este método de tablas constituya un pro-
cedimiento algoritmico de decision para S5Y, por la razén de que hay formulas

cuya tabla se vuelve infinita.

12Por supuesto es posible, y muy conveniente a efectos practicos, escribir o (t + 1) :: Qo en
lugar de o (t) :: OOa. Si hemos presentado la regla de esta forma es porque nos interesaba
destacar que () es el tnico operador que introduce un segmento temporal nuevo. La misma
apreciacion puede hacerse para las reglas del operador U y su negacion.
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Un ejemplo claro lo constituye la formula Cp A O—p: para cada féormula eti-
quetada o (t) :: O—p tendremos que abrir una subrama y escribir o (¢) :: —p, que
se cerrard por obra de la regla HT; y entonces clausula recursiva de la regla 9 nos
obligaré a escribir o (t) :: O0—p, lo que a su vez nos obliga a crear una nueva
etiqueta y escribir o (t + 1) :: Op, y asi ad infinitum.

En el ejemplo anterior era una férmula no satisfactible la que generaba una
rama infinita; pero esto también puede ocurrir con férmulas satisfactibles. La
razon estriba, como ya se ha sugerido, en el caracter infinito del tiempo, que
hace que haya féormulas que so6lo tienen modelos infinitos. Por ejemplo, la formula
pADO(p — Op) A O—p sblo es satisfactible en sistemas interpretados que constan

de infinitos puntos.

6.7. Algunos ejemplos

En un buen ntmero de casos interesantes, el método que acabamos de presen-
tar produce tablas infinitas cuando el conjunto de férmulas que funciona como
asunciéon de la tabla no tiene un modelo. No obstante, presentaremos algunos
casos simples para ejemplificar el uso de estas tablas.

El primero de ellos es bastante intuitivo. Es facil ver que pUgq — p V q es
una formula valida; para comprobarlo, mostraremos que la tabla seméantica de
{pUq,— (pV q)} es cerrada (cuadro 6.1).

El siguiente ejemplo es de una tabla infinita. Dada la semantica del opera-
dor U, es intuitivamente evidente que pUq — ¢ es una férmula valida; pero
cuando hacemos la tabla seméntica del antecedente y la negacion del consecuente
({pUq,0-q}) nos encontramos con un proceso infinito. Se trata de un caso seme-
jante al de los cuantificadores en logica de primer orden: la rama abierta por la
condicién de parada siempre se cierra, por efecto de la formula —g, que se trasmite
a cada nueva etiqueta por efecto de la regla HT'; y la condicién recursiva nos obliga
a crear una nueva etiqueta, en la que se repite el proceso. La tabla en cuestion se
muestra en el cuadro 6.2.

Los dos ejemplos que acabamos de presentar contienen sélo operadores tem-
porales. A modo de ejemplo en que aparezcan también operadores epistémicos,
demostraremos que nuestro método sélo es valido para sistemas interpretados que

tengan ciertas propiedades.
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Cuadro 6.1: {pUq,— (pV q)}

1) 1(1) = pUgq U‘LUQ (asuncion)
2) 1(1)=—=(pV q)‘ - (asuncion)
3) 1(1):=-p (de 2)

4) 1(1) :: g (de 2)

6.8. Memoria perfecta y no aprendizaje

Ya hemos mencionado que el método que acabamos de presentar sélo es vali-
do para sistemas sincréonicos. De forma algo sorprendente, también resulta estar
restringido a sistemas con la propiedad de no aprendizaje. Prueba de ello es que
la tabla seméntica de la negacion del esquema de axioma KT5 es cerrada sin
necesidad de anadir reglas adicionales; y, como sabemos, tal axioma expresa pre-
cisamente estas dos propiedades. La tabla se muestra en el cuadro 6.3.

La razén de que esto ocurra, que el método de tablas que hemos propuesto se
restrinja a sistemas interpretados con la propiedad de no aprendizaje, es que el
sistema de etiquetas no es lo suficientemente fino como para distinguir el camino
que lleva de un punto (r,n) a otro punto (r’,n’). Veamos esto con cierto detalle:

Una etiqueta o (t) de una tabla seméntica designa en realidad un estado glo-
bal, digamos 7,(t), del sistema interpretado generado por la tabla, que satisface
a las formulas que funcionan como asuncion de dicha tabla (lo que demostrare-

mos en el siguiente apartado). Supongamos ahora un estado global 77 (t) tal que
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Cuadro 6.2: {pUq,0—q}

1) 1(1) o pUq U1l,U2 (asunci()n)
|
2) 1(1)=0-q n (asuncion)

|
3) 1(1) g (de 2)

4) 1(1) = (‘] (de 1) 5) 1(1) ::1‘0 (de 1)
® 6) 1(1):=O (pU‘q) o (del)
7) 1(2) ol pUq U1,U2 (de 6)

8) 1(2)::—q (HT de 2)

9) 1(2)::¢q (de 7) 10) 1(2) =p

\
® 1) 1(2) = Q(P‘UQ)
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~

Cuadro 6.3: {OK,p, K,— O p}

1) 1(1) = OKwp o (asuncion)
. |
2) 1)Ko OP Raamoy (asuncion)
|
3) 1(2): Kup «k (de 1)

|
4) 1(2):=p (de 3)

|
5) l.al(l) = C‘)p - (de 2)
6) l.al(2):-p (de b)

7) l.al(2) :: K.p ;‘( (HKS5(a) de 3)
8) l.al(2) ‘ D (de 7)

|
®
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7o(t) «g 1 (t). Nuestro método de tablas asignaria a tal estado la etiqueta o.al(t),
y la evolucién de ese estado global en el momento inmediatamente posterior seria
designada con la etiqueta o.al(t + 1).

Sea ahora 7, (t+1) la evolucion al instante inmediatamente posterior del estado
global designado por la etiqueta o (t), y sea r(t+ 1) un estado global del sistema
tal que 7, (t + 1) v, 72(t + 1). La etiqueta que nuestro sistema asigna a r2(t + 1)
es también o.al(t + 1).

Esta es la razon de que la tabla s6lo pueda construir un sistema interpre-
tado que satisfaga al axioma KT5: supongamos que (Z,r,,t) E OK,¢ (donde
T es el sistema interpretado generado por la tabla seméntica que estemos con-
siderando); entonces, por evaluacion de O, (Z,7r,,t+ 1) F K,p; y por tanto
(Z,79a1,t+1) E Kup, vy tanto la formula etiquetada o.al(t + 1) :: K, como
o.al(t + 1) :: p aparecen en la rama (para toda etiqueta o.al(t + 1) ).

Supongamos ahora, por contraposicion, que (Z,r,,t) ¥ K, O ¢; y por tanto,
que (Z,r,,t) E K, O —¢ y la formula etiquetada o(t) :: K, (O = aparece en la
rama. En aplicacion de la regla 4, 0.al(t) :: (O—¢ aparece en la rama, y por tanto
también o.al(t + 1) :: =p. Pero ya hemos visto que o.al(t + 1) :: ¢ aparece en la
rama; y por tanto la tabla es cerrada.'3

En caso de que busquemos un sistema interpretado con la condicién de memo-
ria perfecta, no tendremos mas que anadir una regla de herencia. Ya hemos visto
que para obtener la combinacién de memoria perfecta y sincronia basta anadir a
S5Y el esquema de axioma KT2: K,, O — OKg,¢ (para todo a; € A); y resulta

facil definir una regla que recoja esta condicion:

HKT(MP): Sien unarama del arbol aparece una férmula etiquetada de la forma

o (t) :: K4 O a, se escribe al término de la rama o (¢ + 1) = K, o

La prueba de que al anadir esta regla obtenemos la propiedad deseada se muestra

en el cuadro 6.4.

13Para algunos propésitos, seria conveniente disponer de un método de tablas para sistemas
sin esta propiedad. Conjeturamos que es posible presentar un método tal usando un sistema en
el que estados globales como los que acabamos de mencionar sean representados por etiquetas
diferentes, pero no hemos explorado tal posibilidad.
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Cuadro 6.4: {K, Op,— O K.p}

1) 1) =K,QOp « (asuncion)

2) 1(1)==0 Ka;) - (asuncion)

) 10:0p o (e l)
D 1@y (de3)
5) 1(2) = Kap K‘ (HK(MP) de 1)
6) 12)=p (de5)

7 12) i -Kp - (de?)
8) 12): Kap gume —(de6)
9) l.al(2) ::Lp (de 7)
10) 1.al(2) :: K.p ‘K (HKS5(a) de 5)
11) 1.al(2) :‘:p (de 10)

|
®
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6.9. Correccidn

Teorema 6.9.1. Si la tabla semdntica de una formula ¢ tiene al menos una
rama abierta, entonces hay un sistema interpretado T y un punto (r,n) € R de

la estructura T tal que (Z,7,n) E .

Demostraciéon: Como en ocasiones anteriores, procederemos a mostrar como
se construye un sistema interpretado a partir de la rama abierta de la tabla, para a
continuacién demostrar que dicho sistema satisface a la férmula. Sea F el conjunto
de féormulas etiquetadas que aparecen en una rama abierta de la tabla seméantica
de ¢, y ¥ el conjunto de etiquetas que aparecen en dicha rama, Definimos un
sistema interpretado Z = (R, v) de la siguiente forma:

El segmento epistémico de las etiquetas que aparecen en la rama define los

recorridos de R; esto es:
R={r,|o(t) € ¥} (parat € N).

No necesitamos describir expresamente cada estado local, ya que el conjunto
de formulas etiquetadas con cada etiqueta o (t) define el estado global r, (),
correspondiente al punto (r,, ), y las relaciones de accesibilidad se definen también

en funcién de las etiquetas:

A1) Para cualesquiera etiquetas o (t),0' (t') € X, sit =ty ¢/ = o.a;n (para
a; € A, coni <m,necZ"ytt €N), entonces r, (t) ~q, 1o ().

A2) La relacion de accesibilidad es reflexiva, simétrica y transitiva.

En cuanto a la funcién de evaluacién, la definimos:

v(ry(t))(p)=1sysso(t) =peF

Como en casos anteriores diremos que una etiqueta 7 (') es a;-hereditaria con
respecto a o (t) (lo que escribiremos o (t) H,, 7 (t')) si y solo si para toda férmula
Ky talque o (t) = Ky € F,7(t') ¢ € F. Se cumple entonces el analogo del
lema 2.8.2 :

Lema 6.9.2. 1, (t) ~, v, (') si y solo si o (t) H, 7 (t').
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Demostracion: Puesto que el segmento temporal de las etiquetas permanece
invariable en las reglas de los operadores K y K , la demostracion es la misma que
la del lema 2.8.2, restringida al caso S5,,. QED.

Procederemos ahora a demostrar que para un cierto estado global r (n) € R
del sistema asi definido Z, (Z,r,n) F ¢. Para ello demostraremos previamente el

siguiente lema:

Lema 6.9.3. Para toda formula o €KL, si o(t) = a € F, entonces
(Z,7,,t) E a.

Demostracion: se demuestra por induccién sobre el grado légico de la for-
mula. Como en casos anteriores, escribiremos |a| para referirnos al grado logico
de a.

La base es trivial: si a es atémica, entonces v (r, (t)) (o) = 1; y por tanto
(Z,ryt) E a.

Suponemos ahora como hipétesis de la induccién que el lema se cumple para
|a| < n. Demostremos que también se cumple cuando |a| =n + 1.

El caso de los operadores proposicionales no difiere de la prueba de la seccion
2.8, igual que ocurre con las negaciones de K y K , que se reducen respectivamente
a ik y K. Repetiremos la prueba para los dos operadores epistémicos para adap-
tarla a las nuevas etiquetas, si bien no hay nada sustancialmente nuevo en estos
casos, y anadiremos las de los operadores temporales y sus negaciones. Podemos
considerar pues esta prueba como una continuacion de la de la seccion 2.8 (razon

por la cual comenzamos la numeracion a partir del punto 3).

3. ¢ = K,a: Para todo 7(t')e X tal que o (t) H,,7 ('), 7(t') =+ a € F ;
y por hipotesis de la induccion, (Z,r,,t') E «. Pero por el lema 6.9.2
To (t) ~a, 77 (t') siysolosio (t) H,,7 (t'); luego (Z,7,,t') E a para todo 7. (t')
tal que 1, (t) ~q, 7+ (t'); y por tanto, por evaluacion de K, (Z,7,,t) E K, .

4. p = [?aia: Sio(t) : [A(aioc € F entonces, por la regla 4, hay una etiqueta
o.a;n(t) € ¥ tal que 0.a;, (t) = a € F y, por la clausula Al de la definicién
de las relaciones de accesibilidad, r, (t) ~,, 7 (t). Pero, por hipétesis de la
induccion, (Z,7,.4,,t) E a. Luego (Z,7,,t') F « para algin r, (') tal que
7o (t) ~a, 77 (t'). Por tanto, por evaluacion de K, (I,r,,t)E IA(aia.
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. ¢ = Qa: Por la regla 5, si 0 (t) :: Qa € F entonces o (t+1) . aw € Fy,

por hipétesis de la induccion, (Z,7,,t+ 1) F a. Luego, por evaluacion de

O, Z,r,,t) E O«

.p==Qa:Porlaregla6,sio(t)::~Oa € Fentonceso (t+ 1)~ € F

y, por hipotesis de la induccion, (Z,r,,t+ 1) F —a. De aqui se sigue que
(Z,r,,t+ 1) ¥ «; y por tanto que (Z,7,,t) ¥ QOa. Luego (Z,7,,t) F = O a.

¢ = Oa: Por la regla 7, si o (t) :: Oa € F entonces o (t) :: a € F. Por
la regla HT, si o (t) :: Do € F entonces o (t') :: a € F para todo t' > t.
Asi pues, o (t') :: @ € F para todo t' > t; y por hipétesis de la induccion,
(Z,7,,t") F « para todo ¢ > t. Luego, por evaluacion de O, (Z,7,,t) E Oa.

. o = =Oa: Por la regla 8, si o (t) :: =Oa € F entonces o (t) :: O—a € F.

Si esta rama es abierta, entonces hay un ¢’ > ¢ tal que o (') :: ma € F (la
demostracion es igual que en el paso 9; por brevedad no la repetimos); y
por hipétesis de la induccion, (Z,r,,t") F —a, luego (Z,7,,t") ¥ a. Asi pues,
no es cierto que (Z,r,,t') E « para todo t' > t, luego (Z,r,,t) ¥ Oa, luego
(Z,r,,t) F "Oa

. = Qa: Sea k € N el nimero de férmulas que contiene la rama abierta

a partir de o (t) :: Q. Demostraremos por induccion sobre k que hay un
' >ttalquede o (t') e F

Si k = 1, entonces la primera parte de la regla 9 da lugar a una rama abierta
que contiene o (t) :: o (y « es un literal); pues de lo contrario, la segunda
parte de la regla daria lugar a o (t) :: OO«, que a su vez daria lugar a
o(t+1) :: Qa, y entonces k > 1, contra la hipotesis de partida. Asi pues,
hay un ¢’ > ¢ tal que de o (') :: v € F.

Aceptemos ahora como hipdétesis de la induccion que la afirmacion vale para
k = n y demostremos que vale también para k =n+1.Sio(t) ma € Fy
F es abierta, entonces, o bien la primera parte de la regla 9 da lugar a una
rama abierta que contiene o (t) :: a , y entonces hay un t’ > t tal que de
o (') aw € F; o bien la segunda parte de la regla da lugar a o (¢) :: O0a,
que a su vez da lugar a o (t + 1) :: Qa. De este tltimo caso, por hipotesis de
la induccion, se sigue que hay un ¢’ > ¢ + 1 tal que de o (¢') :: « € F; y por
tanto también que hay un ¢’ > ¢ tal que de o (¥') :: @« € F.
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10.

11.

12.

Queda demostrado, pues, que hay un ¢ >t tal que de o (') :: « € F; y por
la hipotesis de la induccion principal, (Z,r,,t') E «. Asipues, (Z,r,,t) F Qa.

¢ = =Qa: Por la regla 10, si o (t) :: =0« € F entonces o (t) :: O-a € F.
Por la regla 7, si o (t) :: O-a € F entonces o (t) :: ma € F; y por la
regla HT, si o (t) :: O-a € F entonces o (t') :: ma € F para todo t' > t.
Asi pues, o (t') :: ma € F para todo t' > t; y por hipétesis de la induccion,
(Z,7,,t') E - para todo t’ > t; y por tanto (Z,r,,t') ¥ « para ningan ¢’ > t.
Luego, por evaluacion de O, (Z,r,,t) ¥ Qa; y por tanto (Z,7,,t) E ~Oa.

@ = aUp: Sea k € N el nimero de férmulas que contiene la rama abierta
a partir de o (t) :: aUf. Demostraremos por induccion sobre k que hay
un t' > t tal que de o (t') :: f € F y para todo t” tal que ¢ > t" > t,
o(t")aeF.

Si k = 1, entonces la primera parte de la regla 11 da lugar a una rama abierta
que contiene o (t) :: f (y « es un literal); pues de lo contrario k& > 1, contra
la hipotesis de partida. Asi pues, hay un ¢ > ¢ tal que de o (') :: f € F y,
por vacuidad, para todo ¢’ tal que ¢’ > t" > t, o (t") = a € F.

Aceptemos ahora como hipétesis de la induccion que la afirmacion vale para
k = n y demostremos que vale también para k =n+1.Sio (t) = aUB € Fy
F es abierta, entonces, o bien la primera parte de la regla 11 da lugar a una
rama abierta que contiene o (t) :: 5, y entonces estamos en el caso anterior;
o bien la segunda parte de la regla da lugar a o () = vy o (t) :: O (aUPp).
De la primera de estas formulas etiquetadas se sigue que o (f) :: a € F; la
segunda da lugar a o (t 4+ 1) :: (aU[3), de donde por hipotesis de la induccion,
se sigue que hay un ¢’ >t + 1 tal que de o (t') :: B € F y para todo t” tal
que t' >t >t+1, 0(") = « € F. Asi pues, hay un t' > ¢t tal que de
o(t):: p€Fyparatodo t” tal que t’ > " >t, o (t") v € F.

Demostrado esto, de la hipétesis de la inducciéon principal se sigue que
(Z,r,,t') E By paratodo t” tal que t' > t" > t, (Z,r,,t") E a. Asi pues, por
evaluacion de U, (Z,r,,t) F aUp.

¢ = = (aUp): Es facil observar que la aplicacion de la regla solo se interrum-
pe cuando la primera parte da lugar a una rama abierta; pues de lo contrario,

la segunda parte de la regla nos obliga a escribir o (¢) :: O— (aUp), que a
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su vez produce o (t + 1) :: = (aU ). Igualmente se ve que tanto si aplicamos
la primera parte de la regla como si aplicamos la segunda, habremos escrito
o (t) :: =f. Asi pues, o bien la aplicacion de la regla de no se interrumpe
nunca, o bien se interrumpe al encontrar una rama abierta que contiene
o(t'):—ayo(t):—p (parat’ >t).

En el primer caso, para todo ¢ > t, o (t') :: =8 € F; y por hipdtesis de
la induccion, (Z,r,,t") E =3, luego (Z,r,,t') ¥ /5. Pero si para todo t' > ¢
(Z,r,,t") ¥ 3, entonces (Z,r,,t) ¥ alUpS; luego (Z,7,,t) E = (aUp).

En el segundo caso, hay un ¢’ > ¢, talque o (t') :: ma € Fy o (') :: =5 € F,
y para todo t” tal que t' > t" > t, o (t") :: = € F. Por hipotesis de
la induccion, (Z,7,,t") E —a y (Z,r,,t) E =8, luego (Z,7,,t') ¥ a'y
(Z,r,,t") ¥ B; vy ademés (Z,r,,t") E =8, luego (Z,r,,t") ¥ 5. Asi pues,
no se cumple que hay algan ¢ > ¢ tal que (Z,r,t') £ [ y para todo t”
tal que t' > t" > t, (Z,r,t") E «; luego (Z,r,,t) ¥ aUp, y por tanto
(Z,ry,t) E = (aUP).

Con esto queda demostrado el lema 6.9.3. La demostracion del teorema 6.9.1
se sigue trivialmente de este dltimo: la tabla seméntica de ¢ contiene sin duda la
formula etiquetada 1 (0) :: ¢, y por el lema 6.9.3, (Z,71,0) F ¢. QED.

En esta demostraciéon no se ha hecho referencia alguna a las propiedades de
los sistemas. Si nos fijamos en la forma en que establecimos las relaciones de acce-
sibilidad, sin embargo, podemos comprobar que dadas dos etiquetas cualesquiera
o(t),o (') € ¥, estableciamos que t fuera igual a ¢’ como condicién para estipu-
lar que 7, (t) ~q, 7o (t'); lo que garantiza que el sistema interpretado que hemos
construido es sincréonico. Para demostrar que el sistema obtenido si afiadimos la
regla de herencia HKT(MP) tiene la propiedad de memoria perfecta, no tenemos
més que demostrar que la tabla seméntica de la negaciéon del axioma KT2, con-
tando con esta ultima regla, es cerrada. Lo mismo ocurre con la regla HKT(NA)
y la propiedad de no aprendizaje, s6lo que esta vez tendremos que demostrar que

es cerrada la tabla seméntica de la negacién de KT5.

6.10. Completud

Teorema 6.10.1. Para toda formula ¢ € KL,,, si hay un sistema interpretado

Z y un punto (r,n) € R de la estructura Z tal que (Z,r,n) E ¢ , entonces la tabla
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semdntica de o tiene al menos una rama abierta.

Demostracion: Se realiza por inducciéon sobre el grado logico de ¢. Como en
el caso anterior, presentaremos solo los casos de los operadores K y K , asi como
de los operadores temporales y sus negaciones.

La base es trivial: si ¢ es atémica, su tabla seméantica consta de una sola
féormula etiquetada, y por tanto es abierta.

Partamos ahora como hipoétesis de la induccion de que la afirmacion es valida

para |¢| = k y demostremos que también vale para |p| = k + 1.

3. ¢ = K,,a: Sien una rama de una tabla semantica aparece la férmula etique-
tada o(t) :: K, a, la regla 3 nos obliga a escribir o(t) :: « al término de la
rama, v la combinacién de la regla HKS5 con la regla 3 garantiza que para
toda etiqueta o.a;m(t) que aparezca en la rama, o.a;m(t) :: a aparece en la
rama. Ahora bien, si (Z,r,n) F K,,«a, entonces (Z,7’,n') F « para todo pun-

to (r',n') € R del sistema 7T tal que 7 (n) ~,

i

r’(n') ; y, por hipotesis de la
induccidn, la tabla seméantica de « es abierta. Por tanto, la tabla semantica
de K,,a es abierta.

~

4. ¢ = K,,a: Si en una rama de una tabla seméntica aparece la formula etique-
tada o(t) :: [A(aia, la regla 4 nos obliga a escribir o.a;m(t) :: « al término de
la rama (donde m es el primer nimero natural tal que la etiqueta o.am(t)
es nueva en la rama. Ahora bien, si (Z,r,n) F I?aia, entonces (Z,1',n') F «
para algin punto (r',n’) € R del sistema Z tal que r (n) ~,, ' (n'); y por
hipétesis de la induccién, la tabla semantica de a es abierta. Por tanto, la

tabla semantica de I?aia es abierta.

5. ¢ = Qa: Si en una rama de una tabla semantica aparece la formula eti-
quetada o(t) :: Oa, la regla 5 nos obliga a escribir o(t + 1) :: a al término
de la rama. Ahora bien, si (Z,7,n) F Qu, entonces (Z,7,n+ 1) E «; y por
hipétesis de la induccién, la tabla semantica de « es abierta. Por tanto, la

tabla semantica de O« es abierta.

6. ¢ = = (O a: Si en una rama de una tabla semantica aparece la férmula
etiquetada o(t) :: = O «, la regla 6 nos obliga a escribir o(t 4+ 1) :: -« al
término de la rama. Ahora bien, si (Z,r,n) F =Oa, entonces (Z,r,n) ¥ O,

y por tanto (Z,r,n+ 1) ¥ « , por lo que (Z,r,n+ 1) E =« ; y por hipotesis
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de la induccién, la tabla semantica de —« es abierta. Por tanto, la tabla

semantica de = () « es abierta.

¢ = Oa: Sien una rama de una tabla semantica aparece la formula etiqueta-
da o(t) :: Oa, la regla 7 nos obliga a escribir () :: v al término de la rama;
y la regla HT garantiza que para toda etiqueta o(t') (para t’ > t) que apa-
rezca en la rama, o(t') :: « aparece en la rama. Ahora bien, si (Z,r,n) F Oa,
entonces (Z,r,n’) F « para todo n’ > n ; y por hipétesis de la induccion,
la tabla semantica de « es abierta. Por tanto, la tabla semantica de Oa es

abierta.

¢ = —Ua: Si en una rama de una tabla seméntica aparece la formula eti-
quetada o(t) :: =Oa, la regla 8 nos obliga a escribir o(t) :: O al término
de la rama. Ahora bien, si (Z,r,n) F =Oa, entonces (Z,r,n) ¥ Oa, luego
hay un r (n’) (para n’ > n) tal que (Z,r,n’) ¥ a, y por tanto (Z,r,n’) F —a,
luego (Z,r,n) E O—a. Perosi (Z,r,n) E {—a, entonces la tabla seméntica de
o(t) :: O—a es abierta (la demostracion es idéntica al punto 9, por brevedad

no la repetimos), con lo que la tabla seméantica de =[Jo es también abierta.

. p=90a: Si (Z,r,n) E Qa, entonces (Z,r,n') F « para algin n’ = n+ k (con

k > 0). Demostraremos por induccion sobre k que la tabla semantica de Qo

es abierta.

Si k = 0: Si en una rama de una tabla seméntica aparece la formula etique-
tada o(t) :: Qa, la condicion de parada de la regla 9 nos obliga a escribir
o(t) :: a al término de la rama. Ahora bien, si k = 0 entonces (Z,r,n) E a 'y,
por la hip6tesis de la induccién principal, la tabla semantica de « es abierta.

Por tanto la tabla seméntica de O« es también abierta.

Supongamos ahora como hipétesis de la induccién que la afirmaciéon vale

para k = j y demostremos que vale para k = j + 1.
Si (Z,r,n) F Qay k = j+ 1, entonces para n” =n+ 1, (Z,r,n") E Qa'y
n' =n" + j . Asi pues, por hipotesis de la induccion, la tabla seméantica de

Qo es abierta.

¢ = =Qa: Si en una rama de una tabla seméntica aparece la formula eti-
quetada o(t) :: =Qa, la regla 10 nos obliga a escribir o (¢) :: O—« al término

de la rama. la demostraciéon es como la del punto 7, cambiando « por —a.
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p=aUpB: Si (Z,r,n) EaUp, entonces (Z,r,n’) F [ para algin n’ =n + k
(con k > 0); y para todo n” tal que n’ > n"” > n, (Z,r,n") F a. Demostra-

remos por induccién sobre k que la tabla seméntica de aUf es abierta.

Para &k = 0: Si en una rama de una tabla semantica aparece la férmula
etiquetada o(t) :: aUp, la condicién de parada de la regla 11 nos obliga
a escribir o(t) :: B al término de la rama. Ahora bien, si k& = 0 entonces
(Z,7r,n) E By, por la hipotesis de la induccion principal, la tabla seméantica

de (8 es abierta. Por tanto la tabla seméntica de alU§ es también abierta.

Supongamos ahora como hipétesis de la induccion que la afirmaciéon vale

para k = j y demostremos que vale para k = j + 1.

Si (Z,r,n)EaUByk=7j+1,entonces paran* =n+1, (Z,r,n*)EalUfy
n' = n* + j. Asi pues, por hipotesis de la induccion, la tabla seméantica de
alUp es abierta.

v = = (aUp): Si (Z,r,n) E = (aUP), entonces (Z,r,n) ¥ aUB. Hay dos
posibilidades:

a) Para todo n’ > n, (Z,r,n’) ¥ 3, independientemente de lo que ocurra con
«. Podemos suponer que para todo n” tal que que n’ > n” > n, (Z,r,n") E a;

ya que, de lo contrario, estariamos en el caso b).

En este caso,(Z,r,n') E =f y (Z,r,n') E «. Por tanto, por hipotesis de
la induccién, tanto la tabla semantica de —3 como la de « son abiertas.
Ahora bien, la tabla semantica de (aUf) solo puede cerrarse si se cierra la
subrama abierta por la condicion recursiva de la regla 11 (ya que el cierre de
la condicion de parada no hace cerrada a la rama), y esto sélo puede ocurrir
si la tabla seméntica de =3 es cerrada, si la tabla semantica de « es cerrada,
o si en la tabla aparecen con la misma etiqueta una férmula atémica y su
negacion, procedentes una de « y otra de —f3. Los dos primeros casos ya
hemos visto que no ocurren, y el tercero es también imposible, ya que, por
correcciéon, un determinado punto del sistema interpretado generado por la
tabla deberia satisfacer tanto a esa férmula atomica como a su negacion, lo

cual es imposible. asi pues, la tabla seméantica de = (aU ) es abierta.
b) hay un n’ = n+ k (con k > 0) tal que (Z,r,n') ¥ B, (Z,r,n') ¥ o y para
todo n” tal que que n’ > n” > n, que (Z,r,n”) ¥ : Demostraremos por

induccion sobre k que la tabla semantica de = (aU ) es abierta:
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k = 0: En este caso, (Z,r,n) ¥ By (Z,r,n) ¥ «; y por tanto, (Z,r,n) E =
y (Z,r,n) E —a; luego, por la hipotesis de la induccion principal, la tabla
seméantica de -« es abierta y la de =5 también lo es. Ahora bien, si en una
rama de la tabla aparece la formula etiquetada o :: = (aUf), la condicion de
parada de la regla 11 nos obliga a abrir una subrama y escribir sucesivamente
o ~ay o —f. Pero esta subrama es abierta, por lo que la tabla de
o :: = (aUp) también lo es.

Supongamos ahora que la afirmacién vale para k = j, y demostremos que

también vale para k = j + 1.
Sin' = n+j+ 1, entonces para n” = n+ 1, (Z,r,n") E = (aUp) y
n’ = n” + j. Luego, por hipotesis de la induccién, la tabla seméantica de

= (aUp)es abierta. QED.



Capitulo 7
Conclusiones

El objetivo que nos propusimos al iniciar este trabajo era, como indica su titulo
y como ya se explico en la introduccién, presentar un método de tablas semanticas
para distintos sistemas de légica epistémica; incluyendo bajo este concepto tam-
bién la nocién de creencia. Como también se indicé entonces, necesariamente la
investigacién ha tenido que tomar en consideraciéon una gama mucho més amplia
de temas, aunque nunca hasta el punto de desviarnos de nuestro objetivo original.

La base de todo este trabajo es la presentada en el capitulo 2, donde se estu-
dian los sistemas T),, S4,, v S5, vy se propone un método de tablas seménticas
para cada uno de ellos. Se trata de un método de tablas etiquetadas donde ca-
da mundo posible queda representado por una etiqueta, que también incluye al
agente respecto al cual se establece la relacion. Tal vez lo més interesante de este
calculo, como de los que se establecen en los capitulos siguientes, es que cons-
ta de un conjunto de reglas comun para los tres sistemas. Las diferencias entre
ellos se establecen mediante lo que denominamos reglas de herencia, cuya misién
es garantizar que la relacion de accesibilidad tenga en cada caso las propiedades
requeridas.

Especialmente problematico resultaba el hecho de que el método de tablas,
tomado sin ninguna restriccion, hubiera producido tablas infinitas incluso en ca-
sos muy simples, en que la féormula o conjunto de féormulas que se toman como
asuncion de la tabla tienen claramente un modelo que consta de un nimero finito
de mundos posibles. Afortunadamente, tal problema se puede tratar afiadiendo
una restricciéon a la regla del operador K. Para ello introdujimos el concepto de

ascendiente epistémico de una etiqueta dada (respecto a un cierto agente).

195
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El capitulo 3 esta dedicado a los sistemas en que el operador modal ha de ser
interpretado con e significado “a cree que ¢”; esto es, a los tres sistemas bésicos de
logica doxéstica. Tales sistemas son KD, K D4 y KD45; y se caracterizan, como
es bien conocido, porque la relacién de accesibilidad no es reflexiva, sino sélo
serial. Para construir el método de tablas correspondiente nos bast6é con sustituir
la regla correspondiente al operador K por una versiéon mas débil, que garantizase
la serialidad.

En este capitulo también hemos estudiado los sistemas que combinan operado-
res epistémicos y doxasticos, y hemos propuesto los correspondientes métodos de
tablas semanticas. Para ello, basicamente, era necesario distinguir en la etiquetas
entre relaciones de accesibilidad epistémicas y doxésticas; ademas de garantizar
que entre ellas se de la adecuada relacion (de inclusion, en el caso que consideramos
méas natural). Para ello hemos afiadido anadir reglas de herencia que garantizan
que toda alternativa doxastica es también una alternativa doxastica.

La llamada paradoja del creyente perfecto muestra, sin embargo, que la combi-
nacién de operadores epistémicos y doxasticos no es un asunto tan simple como a
primera vista pudiera parecer. La conclusiéon mas natural, y por la que tendemos
a inclinarnos, es que el sistema 55,,, supone una caracterizacién demasiado fuerte
del concepto de conocimiento; o lo que igual, que el axioma de introspeccién ne-
gativa, del cual depende esencialmente la derivacién de esta paradoja, puede ser
considerado valido cuando formalizamos ciertas situaciones especiales, como jue-
gos de cartas, pero no puede aceptarse sin més cuando tratamos del conocimiento
en general. Esta, decimos, nos parece la conclusion més aceptable; no obstante lo
cual, hemos visto también que es posible eliminar este resultado contraintuitivo
por otros procedimientos, aunque no siempre resulten tan naturales.

El capitulo 4, con diferencia el més largo de este trabajo, esta dedicado a la 16-
gica epistémica de primer orden, un tema a nuestro parecer demasiado olvidado en
la literatura. Las primeras partes de este capitulo se han dedicado a estudiar cues-
tiones generales, como la distincién de dicto-de re o el papel de la férmula Barcan
y su conversa, y se adoptan algunas decisiones metodolégicas; fundamentalmente,
la de considerar las constantes individuales como designadores rigidos. Algunas
cuestiones filosoficas que estédn en la base de estas decisiones han sido analizadas
someramente, sin &nimo de presentar una soluciéon definitiva. Particularmente, no
adoptamos un compromiso sobre el funcionamiento de los nombres propios en

el lenguaje ordinario; nos limitamos a adoptar el tratamiento antes mencionado
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de las constantes individuales como una decisién metodolégica. El problema de
la identidad transmundana ni siquiera se plantea. La decision metodologica que
acabamos de mencionar equivale a dar por supuesto que efectivamente podemos
identificar a los individuos a lo largo de los distintos mundos posibles de un mode-
lo dado, si es que existen en esos mundos; y por tanto, a tratar el problema como
resuelto.

Dos opciones se plantean cuando extendemos la logica epistémica hasta el ni-
vel de la logica de primer orden. La primera de ellas, considerar que los mismos
individuos existen en todos los mundos posibles, si bien pueden tener caracteris-
ticas diferentes en cada uno de ellos; la segunda, aceptar también la posibilidad
de que los individuos del dominio existan en algunos mundos posibles, pero no en
otros. En el primer caso hablamos de seméntica de dominio constante; en el se-
gundo, de seménticas de dominio variable. En este tltimo caso, ademas, debemos
considerar los casos especiales en que los dominios son monétonos (o crecientes)
y los casos en que los dominios son antimondtonos (o decrecientes). Se demuestra
que la féormula Barcan es valida en el segundo conjunto de modelos y su conversa
en el primero.

Una vez mas, no parece haber razones definitivas a favor o en contra de cada
una de estas opciones; pareceria que mas que plantearse cudl de estos sistemas
es el adecuado como representacion del conocimiento en general deberiamos plan-
tearnos cudl es el sistema adecuado para formalizar cada situacién concreta. Como
deciamos a cuenta del axioma A5, la seméntica de dominio constante puede ser
adecuada como formalizaciéon del conocimiento en determinados casos; pero si
lo que pretendemos es una caracterizacion general del conocimiento humano, las
semanticas de dominios variables parecen més adecuadas.

Los sistemas logicos correspondientes a esta semantica de dominio constan-
te, mientras mantengamos la interpretacion rigida de las constantes individuales
y no introduzcamos identidad y términos de funcién, resultan ser una extension
bastante simple de la légica de primer orden; por lo que el método de tablas se-
ménticas no ofrece la menor dificultad. Para tratar con la identidad y los términos
de funcién, en cambio, tuvimos que introducir restricciones que permitieran tratar
con el fallo de la sustituibilidad de la identidad, caracteristico de estos contextos.

Mas complicados resultan los sistemas correspondientes a la semantica de do-
minios variables. Los sistemas que presentamos para esta semantica constituyen

un tipo de ldgica libre positiva, que se caracteriza entre otras cosas porque de una
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formula de la forma ¢ (¢/x) no podemos inferir sin mas Jzp (). La regla que

deberiamos usar en su lugar seria:

¢ (c/z)
& ()

Az ()’

lo que sin duda constituye una explicaciéon adecuada al fallo de la regla de gene-
ralizacion existencial que es también caracteristico de los contextos opacos. Para
adaptar el método de tablas a las caracteristicas de esta semantica utilizamos ver-
siones modificadas de las reglas de los cuantificadores en las que se contempla la
posibilidad de que un cierto elemento del dominio no exista en todos los mundos
posibles, lo cual nos permite presentar un método correcto y completo. También
extendemos el método a los sistemas correspondientes a la semantica de domi-
nios monoétonos y antimondtonos por el simple procedimiento de anadir reglas de
herencia que garanticen estas propiedades.

En el capitulo 5 analizamos la légica epistémica proposicional ampliada con
los operadores de conocimiento de grupos; tema de enorme actualidad y de gran
interés para varias clases de aplicaciones. A los operadores £, C'y D, caracteris-
ticos en la literatura sobre el tema, anadimos sus duales; que si bien no resultan
muy naturales en el lenguaje ordinario, son necesarios para trabajar con tablas
semanticas.

Esto ultimo, presentar un método de tablas, no resulta sin embargo tan simple
como en casos anteriores, debido al carédcter infinitario del operador C' y, sobre
todo, de su dual. Para poder tratar con estos operadores, tuvimos que introducir
métodos especiales. En concreto, el método que aqui presentamos es una variacién
del que propusieron independientemente Boolos y Diaz Estévez para la légica de

primer orden; y se caracteriza por la regla:

o:Co
oc:Ep|ouwEEp|o: EEEg] ...

Aunque el niimero de ramas exigido por la regla es infinito, este proceso se
interrumpe el el momento en que encontremos una rama abierta; de modo que si
la formula o conjunto de féormulas que funcionan como asuncién de la tabla tiene
un modelo que consta de un ntmero finito de mundos posibles, este método nos

permite hallarlo en un niimero finito de pasos; en caso contrario, la tabla se vuelve
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infinita. De este modo conseguimos presentar un procedimiento que, si bien s6lo
semidecidible, resulta ser correcto y completo.

Por tltimo, hemos dedicado el capitulo 5 a analizar algunos de los sistemas
que combinan operadores epistémicos y temporales. La razén de esto no es el mero
deseo de experimentar con combinaciones de légicas modales, claro esté, sino la
intuicién de que una logica epistémico-temporal constituye la forma méas natural
—mno la tinica— de representar el cambio del conocimiento.

Las diferentes propiedades que pueden tener los sistemas interpretados (me-
moria perfecta, no aprendizaje, sincronia y estado inicial tinico), unidas a las
posibilidades de eleccién del lenguaje empleado, dan lugar a un elevado ntimero
de sistemas (noventa y seis, segiin Halpern, J.Y.; van der Meiden, R. y Vardi,
M.Y. 1999) imposible de tratar en su totalidad . Nosotros nos hemos limitado a
proponer un método de tablas semanticas para sistemas sincrénicos sin operadores
de conocimiento de grupos.

Proponer un método de tablas seménticas topa, una vez més, con el caracter
infinitario de los operadores temporales. Para solucionar las dificultades que estos
operadores presentaban, ademés de utilizar los mismos procedimientos que usamos
para las nociones de conocimiento de grupos, hemos utilizado reglas que introdu-
cen una caracteristica nueva: la recursividad. Creamos asi un procedimiento al
que hemos denominado tablas semadnticas recursivas.

El caso prototipico es el de las formulas de la forma {¢p, cuyo significado
intuitivo es en algin momento (presente o futuro) ¢. La regla para este operador

es la siguiente:
o(t) = Op
ot):ze|o(t)::O0p

Como en el caso anterior, el procedimiento se interrumpe en el momento en

que encontramos una rama abierta, pero continia infinitamente en el caso de que
no haya un sistema interpretado que satisfaga a la féormula y que conste de un
numero finito de puntos. Obtenemos de esta forma un procedimiento que de nuevo
es s6lo semidecidible, pero correcto y completo.

Por supuesto, no hemos tratado todos los problemas; y son muchas las lineas
de investigacion que quedan abiertas. Por ejemplo, respecto a todos los sistemas
analizados, resultaria interesante estudiar la posibilidad de proponer célculos de-

ductivos naturales!, u otros procedimientos de decision diferentes de las tablas

1Para la légica epistémica y doxastica proposicional, esto se hizo en Gémez-Caminero Parejo,
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semanticas.

En cuanto a las lineas de investigaciéon que, como decimos, quedan abiertas,
podriamos poner algunos ejemplos.

Para empezar con el final de este trabajo, los aspectos dindmicos del conoci-
miento requieren de una elucidaciéon mayor. No sélo es posible explorar la posibi-
lidad de proponer métodos de tablas seméanticas para otros tipos de sistemas (por
ejemplo, sistemas no sincronicos) y para lenguajes méas potentes (con operadores
de conocimiento de grupos, con tiempo ramificado); sino que, sobre todo, sigue
habiendo un amplisimo campo de investigaciéon en otros sistemas légicos cuyo ob-
jeto es también el aspecto dinamico del conocimiento. De entre ellos destacamos la
logica epistémica dindmica y la légica de anuncios piblicos; las cuales son objeto
de atencion prioritaria por parte del Grupo de Légica, Lenguaje e Informacion de
la Universidad de Sevilla.

De gran interés resulta, también, el estudio de sistemas que combinen opera-
dores epistémicos con otros tipos de operadores modales; lo que podria resultar de
enorme valor para el analisis de una variada gama de problemas. En este terreno,
desatacarfamos la importancia de contar con un sistema de légica epistémico-
deéntica, que podria alcanzar una enorme importancia en el estudio de problemas
ético-juridicos.

Por supuesto, queda abierto el inmenso campo de las aplicaciones de los siste-
mas logicos aqui estudiados a una gran variedad de problemas y disciplinas. Ya se
ha mencionado en varios lugares que la logica epistémica ha adquirido gran impor-
tancia en terrenos como las ciencias de la computacion, la inteligencia artificial,
la economia o la lingiiistica. En este sentido, queremos destacar que este trabajo
se ha desarrollado en el marco de un proyecto de excelencia titulado Ldgica de

Protocolos Incondicionalmente Seguros.

E.F. 2003.
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